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Вступ

Написання такого посiбника обумовлене математичною пiдготовкою суча-

сних випускникiв середньої школи, багато з яких змушенi були навчатись

дистанцiйно. Цей посiбник призначений для здобувачiв першого (бака-

лаврського) рiвня вищої освiти нематематичних спецiальностей приро-

дничих факультетiв, де програма навчання включає вищу математику. В

ньому наведенi основнi положення математичного аналiзу функцiй однi-

єї дiйсної змiнної, а саме, теорiя границь, диференцiальне та iнтегральне

числення, теорiя числових та функцiональних рядiв.

Матерiал викладений у нестрогiй, ознайомчiй формi, майже всi дове-

дення виключенi. Основна увага зосереджена на роз’ясненнi рiзних по-

нять аналiзу та спiввiдношень мiж ними, а також на їх застосуваннi до

розв’язування типових та практичних задач. За змiстом курс подiлений

на 10 роздiлiв, кожен iз яких завершується питаннями для самоконтролю.

Наведений список рекомендованої лiтератури.

Посiбник може виявитись корисним також i учням старших класiв

лiцеїв, якi бажають поглибити свої знання з математичного аналiзу та

пiдготуватись до фундаментального його вивчення.
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Роздiл 1. Числовi множини та їх властивостi

1.1 Квантори та логiчнi операцiї

Кванторами називають логiчнi символи, якими позначають словосполу-

чення, що часто зустрiчаються у рiзних математичних мiркуваннях. За-

звичай використовуються квантор загальностi (∀) i квантор iснування (∃).
Квантор загальностi ∀ означає такi словосполучення: ”для будь-якого”,

”для кожного”, ”для всiх” i т. п. У визначеному сенсi протилежний до

квантору загальностi, квантор iснування ∃ означає: ”знайдеться”, ”iснує”

i т. п. Словосполучення ”iснує єдиний” позначають через ∃ !.
Математика як наука складається iз висловiв, якi називаються твер-

дженнями (теоремами, лемами i т. п.). Кожне твердження є або iстинним,

або хибним, але жодне твердження не може бути iстинним i хибним одно-

часно, iнакше це не може називатись твердженням. Iстиннiсть тверджень

встановлюється за допомогою математичних мiркувань, вони називаю-

ться доведеннями. Зазвичай твердження полягає у тому, що за деякої

умови A справедливий якийсь висновок B, пишуть це так: A ⇒ B, або

B ⇐ A i кажуть: ”A тягне B”, ”якщо A то B”, ”з A випливає B”, ”B випли-

ває з A”, ”B є необхiдною умовою для A”, ”A є достатньою умовою для B”,

”B справедливе за умови A”. Символи ⇒, ⇐, ⇔ називають iмплiкацiями.

Твердження A ⇐ B називають оберненим до твердження A ⇒ B. Якщо

одночасно A ⇒ B i A ⇐ B, то кажуть, що A еквiвалентне (рiвносильне) B
(”для того щоб A необхiдно i достатньо щоб B”, ”A тодi i лише тодi коли

B”) i позначають так: A ⇔ B.

Якщо задана властивiсть A, то запис eA (або Ā) означає, що власти-

вiсть A не виконується. Операцiя e називається запереченням.

Якщо маємо двi властивостi A i B, то їх диз’юнкцiєю A∨B називається

властивiсть, яка полягає у тому, що справедлива принаймнi одна з двох

9
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властивостей A або B. Читається: ”A або B”, ”принаймнi одне з A чи B”.

Кон’юнкцiєю властивостей A i B називається властивiсть A ∧ B, яка

полягає у тому, що виконуються обидвi цi властивостi одночасно, читає-

ться ”A i B”.

1.2 Множини та операцiї над ними

Поняття множини є одним iз первiсних понять, тобто таких, що не пiд-

лягають означенню. Iнтуїтивно можна говорити, що множиною є набiр

деяких елементiв, об’єднаних в одне цiле за певною ознакою. Як сино-

нiм слова ”множина” iнодi використовують слова ”сукупнiсть”, ”набiр”,

”клас”, ”сiмейство” тощо. Множини будемо позначати великими латин-

ськими лiтерами, а елементи множин – малими лiтерами. Якщо елемент

x належить множинi A, то позначатимемо це так: x ∈ A, або A 3 x.

Якщо ж x не належить A, то пишуть x /∈ A. Множини можна зада-

вати рiзними способами. Можна перелiчити всi її об’єкти, наприклад,

A = {a, b, c, d}. Iнший спосiб – вказати властивiсть P (x) об’єктiв x, яка ви-

значає умову належностi їх до множини A = {x ∈ X : P (x)}, наприклад,

A = {x ∈ R : x2 − 4x + 4 = 0}. При цьому вважається, що елементи x за

ознакою P (x) обираються лише iз деякої попередньо заданої множини X,

яку називають унiверсальною, або основною множиною (у наведеному

прикладi X – множина дiйсних чисел R). Може виявитись, що не iснує

таких об’єктiв x ∈ X, якi задовольняють властивiсть P (x), у цьому ви-

падку множину A = {x ∈ X : P (x)} називають порожньою i позначають

її через ∅.
Множину A називають пiдмножиною множини B, якщо кожний еле-

мент множини A є також елементом множини B i позначають це так:

A ⊂ B (A ⊆ B), або B ⊃ A (B ⊇ A). Кажуть при цьому, що ”мно-

жина A вкладена в множину B”, ”множина A мiститься у множинi B”,

або ”множина B мiстить у собi множину A”. Вважається, що порожня

множина є пiдмножиною будь-якої множини, тобто ∅ ⊂ A для будь-якої

множини A. Множини A i B називають рiвними (A = B), якщо одно-
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часно A ⊂ B i B ⊃ A. Якщо A не є пiдмножиною множини B, то це

позначається так A * B. Якщо A ⊂ B i A 6= B, то кажуть, що A є

власною пiдмножиною множини B i позначають A  B. Спiввiдношен-

ня вкладення ⊂ асоцiюється з iмплiкацiєю ⇒, оскiльки, за означенням,

(A ⊂ B) ⇐⇒ (x ∈ A⇒ x ∈ B).

Нехай X – унiверсальна множина. Сукупнiсть усiх елементiв x ∈ X,

якi не належать множинi A, називають доповненням i позначають cA, або

Ac. Операцiя доповнення асоцiюється iз логiчною операцiєю заперечення,

оскiльки, за означенням, (x ∈ Ac) ⇐⇒ (e(x ∈ A)).
Перетином множини A i B називають сукупнiсть елементiв, якi на-

лежать одночасно до кожної iз цих множин i позначають через A ∩ B.

Операцiя перетину ∩ асоцiюється iз логiчною операцiєю кон’юнкцiї ∧,

оскiльки, за означенням, (A ∩B) ⇐⇒ ((x ∈ A) ∧ (x ∈ B)).

Об’єднанням множин A i B називають сукупнiсть елементiв, якi на-

лежать принаймнi до однiєї з цих множин i позначають через A ∪ B.

Операцiя об’єднання ∪ асоцiюється iз логiчною операцiєю диз’юнкцiї ∨,

оскiльки, за означенням, (A∪B) ⇐⇒ ((x ∈ A)∨(x ∈ B)). Якщо A∩B = ∅,
то A ∪B називають диз’юнктивним об’єднанням множин A i B.

Рiзницею множин A i B позначають сукупнiсть елементiв, якi нале-

жать до A i не належать до B, позначають таку рiзницю через A\B, тобто

A \ B = {x ∈ A : (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)}. Якщо X – унiверсальна множина,

то легко бачити, що для будь-якої множини A ⊂ X справедлива рiвнiсть

Ac = X \A.

Симетричною рiзницею множин A i B називають сукупнiсть елемен-

тiв, якi належать до A або до B, але не належать одночасно до обох iз

цих множин, позначають це так: A∆B = (A ∪ B) \ (A ∩B).

1.3 Аксiоматичне означення множини дiйсних

чисел

Iснує кiлька способiв означення дiйсних чисел. Ми запроваджуємо так

зване аксiоматичне означення, тобто як деяку множину, елементи якої
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задовольняють певнi властивостi (аксiоми).

Означення. Сукупнiстю дiйсних чисел називається непорожня мно-

жина R, яка задовольняє наступнi властивостi:

1. На R запроваджене спiввiдношення порядку <, >, =, яке має такi

властивостi:

a) для кожної пари дiйсних чисел a i b справедливе одне i лише одне

iз трьох наступних спiввiдношень:

a < b, a > b, a = b;

b) iз умов a < b, b < c випливає, що a < c (ця властивiсть називається

транзитивнiстю нерiвностей).

2. Група аксiом додавання та множення припускає означення на R

операцiй додавання ′′+′′ та множення ′′·′′, якi задовольняють наступнi

властивостi:

a) для будь-яких a, b ∈ R справедлива рiвнiсть a + b = b + a (комута-

тивнiсть додавання);

b) для будь-яких a, b ∈ R справедлива рiвнiсть a+ (b+ c) = (a+ b) + c

(асоцiативнiсть додавання);

c) у множинi R iснує елемент 0, який називається нулем, нейтральний

вiдносно додавання, тобто такий, що для будь-якого a ∈ R справедлива

рiвнiсть a+ 0 = a;

d) для будь-якого a ∈ R у множинi R iснує елемент −a, який називає-

ться протилежним, такий, що a + (−a) = 0;

e) якщо a < b, то для будь-якого c ∈ R справедлива нерiвнiсть a+ c <

b+ c;

f) для будь-яких a, b ∈ R справедлива рiвнiсть a · b = b · a (комутатив-

нiсть множення);

g) для будь-яких a, b, c ∈ R справедлива рiвнiсть a · (b · c) = (a · b) · c
(асоцiативнiсть множення);

h) у множинi R iснує елемент 1, вiдмiнний вiд 0, який називається

одиницею, нейтральний вiдносно множення, тобто такий, що для будь-

якого a ∈ R справедлива рiвнiсть a · 1 = a;
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i) для будь-якого a ∈ R, a 6= 0 у множинi R iснує елемент 1
a , який

називається оберненим, такий, що a · 1
a = 1;

j) для будь-яких a, b ∈ R, таких, що a < b, i для будь-якого c > 0

справедлива нерiвнiсть a · c < b · c, а для c < 0 справедлива нерiвнiсть

a · c > b · c;
k) для будь-яких a, b, c ∈ R справедлива рiвнiсть (a+ b) · c = a · c+ b · c

(дистрибутивний закон).

3. Якщо непорожнi пiдмножини X,Y ⊂ R такi, що для будь-якого

x ∈ X i для будь-якого y ∈ Y справедлива нерiвнiсть x ≤ y, то знайдеться

таке c ∈ R, що нерiвнiсть x ≤ c ≤ y виконується для всiх x ∈ X, y ∈ Y .

Остання аксiома означає, що у множинi дiйсних чисел немає прогалин.

Вона називається властивiстю повноти (або неперервнiстю) множини дiй-

сних чисел.

Iз наведених аксiом можна отримати багато iнших вiдомих властиво-

стей (теорем) дiйсних чисел, наприклад, нерiвнiсть 0 < 1.

1.4 Натуральнi числа, принцип математичної

iндукцiї

Iз множини дiйсних чисел видiлимо деякi спецiальнi числа, якi назвемо

натуральними. Для цього пiдмножину A ⊂ R назвемо iндуктивною, якщо

iз умови x ∈ A випливає, що x+ 1 ∈ A. Множиною натуральних чисел N

назвемо перетин усiх iндуктивних множин, якi мiстять 1. Отже, множина

натуральних чисел – це така множина

N = {1, 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, . . .}.

Iз цього означення випливає наступна основна властивiсть множини

натуральних чисел.

Принцип математичної iндукцiї. Нехай A – пiдмножина множи-

ни натуральних чисел, яка задовольняє наступнi властивостi:

1) 1 ∈ A,

2) для будь-якого x ∈ A число x+1 також належить до множини A.
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Тодi A = N.

Принцип математичної iндукцiї є основою для доведення багатьох

тверджень. Метод доведення, який заснований на застосуваннi принципу

математичної iндукцiї, називається методом математичної iндукцiї. При

цьому вимогу 1) називають базою iндукцiї, а вимогу 2) – кроком iндукцiї.

Умову x ∈ A у вимозi 2) називають припущенням iндукцiї.

Приклад 1. Доведемо, що для всiх натуральних чисел n справедлива

нерiвнiсть n < 2n.

Для доведення застосуємо метод математичної iндукцiї. Нехай A –

множина тих натуральних n, для яких ця нерiвнiсть справедлива. При

n = 1 вона має вигляд 1 < 2, тобто справедлива (1 ∈ A). Припустимо,

що потрiбна нерiвнiсть справедлива при деякому n (тобто, що n ∈ A) i

покажемо, що вона також справедлива i для n+ 1 (тобто, що n+ 1 ∈ A).

Iншими словами, потрiбно показати, що iз умови n < 2n випливає нерiв-

нiсть n + 1 < 2n+1. Додаючи припущення iндукцiї n < 2n до очевидної

нерiвностi 1 < 2 < 2n, отримуємо: n + 1 < 2n + 2n = 2n+1, що i потрiбно

було довести.

Приклад 2. Доведемо нерiвнiсть Бернуллi

(1 + x)n ≥ 1 + nx (n ∈ N, x > −1).

При n = 1 ця нерiвнiсть обертається в рiвнiсть i тому справедлива.

Припустимо, що вона справедлива при деякому натуральному n i пока-

жемо, що вона справедлива i при n+1. Справдi, використовуючи припу-

щення iндукцiї, отримуємо

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) ≥ (1 + nx)(1 + x) =

= 1 + nx+ x+ nx2 ≥ 1 + (n+ 1)x

(в першiй нерiвностi була використана умова x > −1, iз якої випливає, що

1 + x > 0, тобто припущення iндукцiї (1 + x)n ≥ 1 + nx ми помножили на

додатне 1 + x > 0, а у другiй нерiвностi скористались тим, що nx2 ≥ 0).
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Приклад 3. Застосовуючи метод математичної iндукцiї, доведемо ду-

же важливу формулу бiнома Ньютона

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ C2
na

n−2b2 + . . . + Cn−1
n abn−1 + Cn

n b
n =

=
n∑

k=0

Ck
na

n−kbk,

де числа Ck
n = n!

k!(n−k)! називаються бiномiальними коефiцiєнтами, а

k! = 1 · 2 · . . . · k при k ∈ N i 0! = 1.

Ця рiвнiсть очевидна при n = 1. Припустимо, що вона справедлива

при натуральному n i доведемо, що вона справедлива i при n + 1. За

припущенням iндукцiї, маємо

(a+ b)n+1 = (a + b)n(a + b) =

=
(
C0

na
n + C1

na
n−1b+ C2

na
n−2b2 + . . . + Cn−1

n abn−1 + Cn
nb

n
)
(a + b) =

= C0
na

n+1 + C1
na

nb+ C2
na

n−1b2 + . . . + Cn−1
n a2bn−1 + Cn

nab
n+

= C0
na

nb+ C1
na

n−1b2 + C2
na

n−2b3 + . . . + Cn−1
n abn + Cn

n b
n+1.

Враховуючи, що C0
n = Cn

n = C0
n+1 = Cn+1

n+1 = 1, звiдси отримуємо

(a + b)n+1 = C0
n+1a

n+1 +
(
C0

n + C1
n

)
anb+

(
C1

n + C2
n

)
an−1b2+

+ . . . +
(
Ck−1

n + Ck
n

)
an+1−kbk + . . . +

(
Cn−1

n + Cn
n

)
abn + Cn+1

n+1 b
n+1,

i, таким чином, залишається показати, що

Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1, k = 1, 2 . . . , n.

За означенням бiномiальних коефiцiєнтiв, маємо

Ck−1
n + Ck

n =
n!

(k − 1)!(n − (k − 1))!
+

n!

k!(n− k)!
=

=
n!

(k − 1)!(n − k)!

(
1

n+ 1− k
+

1

k

)
=

=
n!

(k − 1)!(n− k)!
· n+ 1

k(n− k + 1)
=

(n+ 1)!

k!(n+ 1− k)!
= Ck

n+1,
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i тим самим завершується доведення формули бiнома Ньютона.

Приклад 4. Арифметичною прогресiєю називають таку послiдовнiсть

чисел, для яких рiзниця мiж двома сусiднiми елементами стала, тобто

не залежить вiд номера цих елементiв. Таку прогресiю можна задати у

виглядi

a, a + d, a + 2d, . . . , a+ (n− 1)d, . . . ,

де число a – перший елемент прогресiї, а число d називається рiзницею

прогресiї. Виведемо формулу суми перших n доданкiв арифметичної про-

гресiї

Sn = a+ (a+ d) + (a + 2d) + . . . + (a+ (n− 1)d) =

=
a+ (a + (n− 1)d)

2
· n.

При n = 1 ця формула, очевидно, справедлива. Проведемо крок iндукцiї,

тобто припусимо, що при n ця рiвнiсть справедлива, i доведемо її при

n+ 1. Маємо

Sn+1 = a + (a+ d) + (a + 2d) + . . . + (a + (n− 1)d) + (a + nd) =

= Sn + (a + nd) =
a + (a+ (n− 1)d)

2
· n+ (a + nd) =

=
2na + n(n− 1)d+ 2a + 2nd

2
=
a + (a+ nd)

2
· (n+ 1),

i тим самим завершується доведення.

Поряд iз арифметичною згадаємо також i геометричну прогресiю. Гео-

метричною прогресiєю називають таку послiдовнiсть чисел, для яких вiд-

ношення двох сусiднiх елементiв стале, тобто не залежить вiд номера цих

елементiв. Таку прогресiю можна задати у виглядi

a, aq, aq2, . . . , aqn−1, . . . ,

де число a – перший елемент прогресiї, а число q 6= 0 називається знамен-

ником прогресiї. Виведемо формулу суми перших n доданкiв геометри-

чної прогресiї, причому iндукцiю застосовувати не будемо. Вважаємо, що

q 6= 1 (при q = 1 сума, очевидно, дорiвнює Sn = na). Маємо

Sn = a+ aq + aq2 + . . . + aqn−1,
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q · Sn = aq + aq2 + aq3 + . . . + aqn−1 + aqn.

Вiднявши другу рiвнiсть вiд першої, отримаємо (1−q)Sn = a−aqn, звiдки

Sn =
a− aqn

1− q
, q 6= 1.

1.5 Обмеженi множини, iснування точних меж

Розглядаємо пiдмножини множини дiйсних чисел R.

Будемо говорити, що множина E ⊂ R обмежена зверху, якщо iснує

таке число M ∈ R, що для будь-якого x ∈ E справедлива нерiвнiсть

x ≤ M . Таке число M називають верхньою межею множини E. Аналогi-

чно, множину E назвемо обмеженою знизу, якщо iснує таке число m ∈ R,

що x ≥ m для будь-якого x ∈ E, а число m назвемо нижньою межею

множини E. Множину E назвемо обмеженою, якщо вона обмежена як

зверху, так i знизу.

За допомогою кванторiв обмеженiсть зверху можна записати так:

∃M ∈ R : ∀x ∈ E x ≤M,

а обмеженiсть знизу – так:

∃m ∈ R : ∀x ∈ E x ≥ m.

Слiд розрiзняти властивостi обмеженостi зверху i iснування найбiль-

шого елементу у множини. Так, факт iснування найбiльшого елементу у

множини E виглядає наступним чином

∃M ∈ E : ∀x ∈ E x ≤M,

i такий елемент M ∈ E називається найбiльшим елементом множини E.

Якщо множина E має найбiльший елемент M , то, зрозумiло, вона обме-

жена зверху i цей найбiльший елементM є верхньою межею цiєї множини.

Але може виявитись, що множина обмежена зверху i не має найбiльшого

елементу, тобто

∀M ∈ E ∃x ∈ E : x > M.
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Прикладом такої множини може бути, скажiмо, iнтервал (0, 1) = {x ∈ R :

0 < x < 1}.

Вправа. Наведiть вiдповiднi мiркування щодо найменшого елементу

множини.

Кажуть, що множинаE необмежена зверху, якщо вона не є обмеженою

зверху, тобто, якщо

∀M ∈ R ∃x ∈ E : x > M.

Аналогiчно, множина E необмежена знизу, якщо

∀m ∈ R ∃x ∈ E : x < m.

Зрозумiло, що необмежена зверху множина не має найбiльшого еле-

менту.

Вправа. Порiвняйте властивiсть необмеженостi знизу з властивiстю

вiдсутностi найменшого елементу.

Зрозумiло, що обмежена зверху множина має як завгодно багато верх-

нiх меж, бо якщо M – деяка верхня межа множини E, то будь-яке число

M ′ > M також є верхньою межею цiєї множини. Але iстотним є запитан-

ня: чи iснує у обмеженої зверху множини найменша iз усiх верхнiх меж?

Позитивну вiдповiдь на це запитання надає наступна теорема.

Теорема (про iснування точної верхньої межi). Кожна обмеже-

на зверху множина має найменшу верхню межу.

Найменша з усiх верхнiх меж обмеженої зверху множини E, iснування

якої гарантується цiєю теоремою, називається точною верхньою межею i

позначається supE. Таким чином, запис M = supE у кванторах означає

наступне

1) ∀x ∈ E x ≤M,

2) ∀ε > 0 ∃ x ∈ E : x > M − ε.
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Вправа. Наведiть вiдповiднi властивостi для обмежених знизу мно-

жин i сформулюйте теорему про iснування точної нижньої межi

m = inf E.

1.6 Цiлi числа, принцип Архiмеда

Означення. Натуральнi числа, протилежнi до них i число 0 буде-

мо називати цiлими числами. Множина усiх цiлих чисел позначається

через Z.

Пiдмножини множини цiлих чисел мають деякi властивостi, що вiд-

рiзняються вiд вiдповiдних властивостей пiдмножин дiйсних чисел. Так,

наприклад, кожна обмежена зверху пiдмножина A ⊂ Z має найбiльший

елемент, а обмежена знизу пiдмножина має найменший елемент. Звiдси,

зокрема, випливає, що множина натуральних чисел N необмежена зверху,

тобто

∀a ∈ R ∃n ∈ N : n > a.

Основна властивiсть цiлих чисел полягає в наступнiй теоремi.

Теорема (принцип Архiмеда). Для будь-якого дiйсного числа x i

для будь-якого додатного h iснує єдине цiле число k0, таке, що

(k0 − 1)h ≤ x < k0h.

З геометричної точки зору принцип Архiмеда означає, що кожна точка

x ∈ R попадає в один i лише один iз напiвiнтервалiв [(k − 1)h, kh).

Множина цiлих чисел замкнута вiдносно операцiї додавання та обер-

неної до неї – операцiї вiднiмання (тобто додавання протилежного еле-

менту). Це означає, що сума та рiзниця двох цiлих чисел є цiлим числом.

Очевидно також, що i добуток цiлих чисел є цiлим числом, але обер-

нена операцiя – дiлення (тобто множення на обернений елемент) в рамках

цiлих чисел не виконується.
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1.7 Рацiональнi числа, щiльнiсть

Означення. Рацiональним називається число, яке може бути пред-

ставленим у виглядi p
q , де p – цiле, q – натуральне. Множина всiх рацiо-

нальних чисел позначається через Q.

Множина рацiональних чисел замкнута вiдносно арифметичних опе-

рацiй, тобто сума, рiзниця, добуток та частка (якщо знаменник вiдмiнний

вiд нуля) двох рацiональних чисел є рацiональним числом. Але, напри-

клад, наведена вище теорема про iснування точної верхньої межi стає хи-

бною, якщо розглядати лише рацiональнi числа, тобто точна верхня межа

обмеженої зверху пiдмножини A ⊂ Q може виявитись не рацiональною.

Наслiдок iз принципу Архiмеда. Нехай a, b – дiйснi числа, такi,

що a < b. Тодi знайдеться таке рацiональне число r, що a < r < b.

Цю властивiсть називають щiльнiстю множини рацiональних чисел.

Звiдси випливає, що у будь-якому iнтервалi iснує як завгодно багато ра-

цiональних чисел. З iншого боку, рацiональних чисел не так i багато. А

саме, множина всiх рацiональних чисел зчисленна, тобто всi рацiональнi

числа можна перенумерувати. Наведемо приклад нумерацiї рацiональних

чисел p
q у виглядi наступної таблицi.

q = 1 : 0
1 → 1

1
−1
1 → 2

1
−2
1 . . .

↙ ↗ ↙ ↗
q = 2 : 1

2
−1
2

3
2

−3
2

5
2 . . .

↓ ↗ ↙ ↗ ↙
q = 3 : 1

3
−1
3

2
3

−2
3

4
3 . . .

↙ ↗ ↙ ↗
q = 4 : 1

4
−1
4

3
4

−3
4

5
4 . . .

↓ ↗ ↙ ↗ ↙
q = 5 : 1

5
−1
5

2
5

−2
5

3
5 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1.8 Дiйснi числа, добування коренiв

Вище вже вiдзначалось, що теорема про iснування точної верхньої межi

втрачає силу у множинi рацiональних чисел. Наведемо ще один приклад,

який показує, що iснують числа, якi не є рацiональними.

Твердження. Не iснує рацiонального числа p
q (p – цiле, q – нату-

ральне), квадрат якого дорiвнює 2.

Доведення. Припустимо, що такi p i q iснують. Можемо вважати,

що принаймнi одне з них непарне, iнакше їх можна скоротити. Але тодi
p2

q2 = 2, а отже, p2 = 2q2. Звiдси випливає, що p парне, тобто p = 2r,

де r – цiле. Тому (2r)2 = 2q2 i, таким чином, q2 = 2r2 також парне.

Звiдси випливає, що i q парне, а це суперечить зробленому припущенню,

що принаймнi одне з цiлих чисел p чи q непарне. Отримана суперечнiсть

доводить твердження.

Отже, операцiя добування квадратного кореня у множинi рацiональ-

них чисел, взагалi кажучи, неможлива. Разом з тим, у множинi дiйсних

чисел така операцiя можлива. А саме, справедлива наступна теорема.

Теорема (про iснування коренiв). Для будь-якого додатного дiй-

сного числа x i для будь-якого натурального n iснує, i притому єдине,

дiйсне число y > 0, таке, що yn = x (за означенням вважаємо, що

yn = y · y · . . . · y︸ ︷︷ ︸
n множникiв

).

Додатне число y, яке задовольняє рiвнiсть yn = x, називається коре-

нем n-го степеня з x i позначається через n
√
x.

Отже, дiйсних чисел ”бiльше” порiвняно з рацiональними. Насправдi

їх ”iстотно бiльше” у тому сенсi, що, на вiдмiну вiд рацiональних чисел,

всi дiйснi числа занумерувати не можна.

Твердження. Множина дiйсних чисел R незчисленна.

Дiйснi числа, якi не є рацiональними, називають iррацiональними. На-

приклад, як показано вище, дiйсне число
√
2 iррацiональне.
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1.9 Модуль числа та його властивостi

Поняття абсолютної величини (модуля) тiсно пов’язане з поняттям про-

тилежного числа.

Означення. Абсолютною величиною (модулем) числа a називається

|a| =
{
a, якщо a ≥ 0,

−a, якщо a < 0.

Iз самого означення одразу видно, що для будь-якого числа його мо-

дуль невiд’ємний. Очевидно також, що для будь-якого a справедлива рiв-

нiсть |a| = | − a|. Дуже корисною є також рiвнiсть
√
a2 = |a|, яка справе-

длива для будь-якого a ∈ R.

Властивостi модуля

1. Нерiвнiсть |a| ≤ b, (b ≥ 0) справедлива тодi i лише тодi, коли

−b ≤ a ≤ b.

2. |ab| = |a| · |b|,
∣∣a
b

∣∣ = |a|
|b| .

3. |a + b| ≤ |a| + |b|.
4. ||a| − |b|| ≤ |a − b|.

Еквiвалентне означення обмеженої множини. Нагадаємо, що ра-

нiше множину E ⊂ R ми назвали обмеженою, якщо вона обмежена i звер-

ху i знизу, тобто якщо iснують такi числа m, M ∈ R, що для будь-якого

x ∈ E справедлива нерiвнiсть m ≤ x ≤M . Легко бачити, що це означення

рiвносильне наступному.

Означення. Множина E ⊂ R називається обмеженою, якщо iснує

таке дiйсне число A, що для будь-якого x ∈ E справедлива нерiвнiсть

|x| ≤ A, тобто

∃A ∈ R : ∀x ∈ E |x| ≤ A.

За допомогою такого означення зручно записувати означення необме-

женої множини, а саме, множина E ⊂ R необмежена, якщо

∀A ∈ R ∃x ∈ E : |x| > A.
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Вправа. Спробуйте записати за допомогою кванторiв означення нео-

бмеженої множини, користуючись попереднiм означенням обмеженостi.

1.10 Деякi стандартнi множини

1. Множина

R = (−∞,+∞) – дiсних чисел;

R+ = (0,+∞) – додатних дiйсних чисел;

R− = (−∞, 0) – вiд’ємних дiйсних чисел;

N – натуральних чисел;

Z – цiлих чисел;

Q – рацiональних чисел;

R \Q – iррацiональних чисел.

2. Iнтервал:

(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}.

3. Вiдрiзок (сегмент):

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}.

4. Напiвiнтервал вiдкритий злiва (або замкнутий справа):

(a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}.

5. Напiвiнтервал вiдкритий справа (або замкнутий злiва):

[a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b}.

6. Окiл точки c ∈ R – будь-який iнтервал, який мiстить у собi c.

7. ε-окiл точки c ∈ R (ε > 0):

(c− ε, c + ε) = {x ∈ R : |x− c| < ε}.

8. Проколотий ε-окiл точки c ∈ R (ε > 0):

(c − ε, c) ∪ (c, c + ε) = {x ∈ R : 0 < |x− c| < ε}.
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9. Напiвпряма:

[a,+∞) = {x ∈ R : x ≥ a} або (−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b};

вiдкрита напiвпряма:

(a,+∞) = {x ∈ R : x > a}

називається також околом +∞;

вiдкрита напiвпряма:

(−∞, b) = {x ∈ R : x < b}

називається також околом −∞.

10. Окiл нескiнченностi:

(−∞, a) ∪ (b,+∞);

M -окiл нескiнченностi:

(−∞,−M) ∪ (M,+∞) = {x ∈ R : |x| > M} .

Контрольнi питання

1. Множини, логiчнi операцiї, квантори.

2. Натуральнi числа, iндукцiя. Цiлi та рацiональнi числа. Дiйснi числа,

повнота. Iснування коренiв.

3. Обмеженi множини, точнi верхня та нижня межi.

4. Модуль та його властивостi. Стандартнi множини.



Роздiл 2. Границi послiдовностей

2.1 Означення збiжностi послiдовностi

Послiдовнiсть – це функцiя натурального аргументу. Якщо кожному на-

туральному числу n поставлено у вiдповiднiсть дiйсне число xn, то ка-

жуть, що задана послiдовнiсть {xn}. Iнакше послiдовнiсть позначають

так: x1, x1, . . . , xn, . . .. Число xn називається n-м елементом (або n-м чле-

ном) послiдовностi. Елементи послiдовностi вважаються рiзними навiть

якщо вони однаковi, але мають рiзнi номери. Наприклад, послiдовнiсть

1, 1, . . ., у якої всi xn = 1. Послiдовнiсть може бути заданою формулою,

яка за заданим номером n дозволяє обчислити значення xn, наприклад,

xn = ((−1)n + 1) /2. Можна задавати послiдовнiсть рекурентно, тобто

вказувати закон, за яким кожний наступний елемент визначається за вi-

домими попереднiми елементами, наприклад, арифметична xn+1 = xn+d,

або геометрична xn+1 = xn · q прогресiї (при цьому треба визначити один

або декiлька перших елементiв). Можна задавати послiдовнiсть описа-

нням її елементiв, наприклад, xn – n-й десятковий знак пiсля коми у

числа π.

Означення. Число a називається границею послiдовностi {xn}, якщо

для будь-якого ε > 0 знайдеться номерN , який, взагалi кажучи, залежить

вiд ε, такий, що для всiх номерiв n ≥ N має мiсце нерiвнiсть |xn − a| < ε.

У цьому випадку пишуть xn → a (n→ ∞), або

lim
n→∞

xn = a.

У кванторах це означення виглядає наступним чином:

lim
n→∞

= a ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N ≡ Nε : ∀n ≥ N |xn − a| < ε.

25
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Якщо послiдовнiсть має границю, то кажуть, що вона збiгається (є збi-

жною). У протилежному випадку кажуть, що послiдовнiсть розбiгається

(розбiжна).

Для з’ясування геометричного сенсу границi послiдовностi перепише-

мо нерiвнiсть |xn − a| < ε у такому еквiвалентоному виглядi a− ε < xn <

a + ε. Тодi зрозумiло, що з геометричної точки зору рiвнiсть lim
n→∞

xn = a

означає, що всi елементи послiдовностi, починаючи з деякого номераN(ε),

який залежить вiд ε, знаходяться в ε-околi точки a. Зовнi цього околу мо-

же знаходитись лише скiнченна кiлькiсть елементiв, а саме, тi xn, номери

n яких меншi, нiж N(ε), причому таким елементам дозволяється i попа-

дати до вказаного околу.

Приклад 1. Нехай xn = a (n = 1, 2, . . .). Така послiдовнiсть називає-

ться стацiонарною. Зрозумiло, що lim
n→∞

xn = a.

Приклад 2. Нехай xn = (−1)n

n
. Доведемо, що lim

n→∞
(−1)n

n
= 0. Задаємо

ε > 0 i розглядаємо нерiвнiсть
∣∣∣ (−1)n

n − 0
∣∣∣ = 1

n < ε. Вона виконується,

якщо лише n > 1
ε
. Покладемо N =

[
1
ε

]
+ 1, де [b] означає цiлу частину

числа b. Тодi з нерiвностi n ≥ N випливає, що n > 1
ε , а отже,

∣∣∣ (−1)n

n − 0
∣∣∣ =

1
n < ε. Таким чином, ми показали згiдно з означенням, що число a = 0 є

границею послiдовностi xn, тобто lim
n→∞

(−1)n

n = 0.

Приклад 3. Покажемо, що lim
n→∞

(√
n+ 1−√

n
)
= 0. Задамо ε > 0.

Тодi отримаємо, що нерiвнiсть

∣∣(√n+ 1−√
n
)
− 0
∣∣ =

√
n+ 1−√

n =
1√

n+ 1 +
√
n
≤ 1√

n
< ε

виконується, якщо лише n > 1
ε2 . Тому достатньо обрати

N =
[

1
ε2

]
+ 1.

Зауваження. При доведеннi рiвностi lim
n→∞

xn = a за означенням не

обов’язково знаходити найменший номер N , починаючи з якого справ-

джується нерiвнiсть |xn − a| < ε. Достатньо знайти лише який-небудь

номер N(ε), починаючи з якого справедлива нерiвнiсть |xn − a| < ε.

Заперечення означення границi. Число a не є границею послiдов-
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ностi {xn}, якщо знайдеться таке додатне ε, що для будь-якого N iснує

n ≥ N , таке, що |xn − a| ≥ ε, тобто

∃ε > 0 : ∀N ∃n ≥ N : |xn − a| ≥ ε.

У цьому записi число N не може залежати вiд ε, а n залежить вiд N .

Тепер легко можемо сформулювати у кванторах означення розбiжної

послiдовностi:

∀a ∈ R ∃ε = ε(a) > 0 : ∀N ∃n ≥ N : |xn − a| ≥ ε.

Приклад 4. Доведемо, що послiдовнiсть xn = (−1)n розбiгається.

Задамо довiльне a ∈ R i покладемо ε = 1
2 . Якщо a ≥ 0, то ззовнi околу

(a− ε, a+ ε) знаходяться елементи з непарними номерами, а якщо a < 0,

то з парними номерами. Таким чином, яке б N ми не взяли, знайдеться

n ≥ N (наприклад, n = 2N + 1 при a ≥ 0 i n = 2N при a < 0), для якого

справджується нерiвнiсть |xn − a| ≥ ε.

2.2 Властивостi збiжних послiдовностей

Теорема 1 (єдинiсть границi). Якщо послiдовнiсть має границю,

то ця границя єдина.

Означення. Числова послiдовнiсть {xn} називається обмеженою звер-

ху (знизу), якщо iснує таке число M (m), що для всiх номерiв n ∈ N

справедлива нерiвнiсть xn ≤ M (xn ≥ m). Послiдовнiсть називається

обмеженою, якщо вона одночасно обмежена зверху i знизу.

Легко бачити, що обмеженiсть послiдовностi {xn} рiвносильна тому,

що

∃A > 0 : ∀n ∈ N |xn| ≤ A.

З геометричної точки зору обмеженiсть послiдовностi означає, що всi її

елементи знаходяться у деякому околi нуля.

Теорема 2 (необхiдна умова збiжностi). Якщо послiдовнiсть збi-

гається, то вона обмежена.
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Обернене до цiєї теореми твердження хибне, тобто iз обмеженостi по-

слiдовностi не випливає її збiжнiсть. Справдi, як було показано у прикла-

дi 4, послiдовнiсть xn = (−1)n розбiгається. Разом з тим, вона обмежена,

оскiльки для будь-якого n ∈ N справедлива нерiвнiсть |(−1)n| ≤ 1.

У кванторах означення необмеженої послiдовностi виглядає насту-

пним чином

∀A ∃n ∈ N : |xn| > A.

Iз теореми 2 миттєво випливає

Наслiдок (достатня умова розбiжностi). Якщо послiдовнiсть не-

обмежена, то вона розбiжна.

Приклад 5. Нехай xn = qn, де |q| > 1. Доведемо, що ця послiдовнiсть

необмежена. Для доведення застосуємо вiдому нерiвнiсть Бернуллi

(1 + α)n ≥ 1 + nα, (α > −1, n ∈ N),

яку легко довести методом математичної iндукцiї.

Покладемо α = |q| − 1 > 0. Задамо довiльне A > 0. За нерiвнiстю

Бернуллi

|qn| = |q|n = (1 + α)n ≥ 1 + nα > nα > A,

якщо лише n > A
α . Отже, для будь-якого A > 0 знайдеться номер n =

[
A
α

]
+ 1, такий, що |qn| > A. Це означає, що послiдовнiсть {xn} необме-

жена, i тому, за наслiдком iз теореми 2, вона розбiжна.

Теорема 3. Якщо lim
n→∞

xn = a, то lim
n→∞

|xn| = |a|.

Зауваження. Твердження, обернене до цiєї теореми, хибне. Напри-

клад, послiдовнiсть xn = (−1)n розбiжна, i в той же час lim
n→∞

|(−1)n| =
lim

n→∞
1 = 1. Але легко бачити, що при a = 0 справедливе також i обернене

до теореми 3 твердження.

Граничний перехiд i нерiвностi.

Теорема 4. Нехай lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b i xn ≤ yn (n = 1, 2, . . .).

Тодi a ≤ b.
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Зауваження. Iз умови xn < yn не випливає, що a < b. Справдi, нехай,

наприклад, xn = 0, yn = 1
n (n = 1, 2, . . .). Тодi xn < yn (n = 1, 2, . . .), але

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0.

Теорема 5. Нехай lim
n→∞

xn = a, i число b < a. Тодi iснує такий номер

N , що при всiх n ≥ N справедлива нерiвнiсть xn > b. Якщо ж c > a, то

знайдеться такий номер N , що xn < c при всiх n ≥ N .

Теорема 6 (теорема Гур’єва про три границi). Нехай три по-

слiдовностi {xn}, {yn} i {zn} задовольняють умову xn ≤ yn ≤ zn (n =

1, 2, . . .). Якщо lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = a, то послiдовнiсть {yn} збiгається

i lim
n→∞

yn = a.

Приклад 6. Нехай xn = qn. У прикладi 5 було показано, що при

|q| > 1 послiдовнiсть xn необмежена, i, отже, розбiгається. Далi, при

q = −1 маємо xn = (−1)n. У прикладi 4 ми показали, що ця послi-

довнiсть також розбiжна. Якщо q = 1, то xn = 1 (n = 1, 2, . . .). Це –

стацiонарна послiдовнiсть i lim
n→∞

xn = 1. Також i при q = 0 отримуємо

xn = 0 (n = 1, 2, . . .) i lim
n→∞

xn = 0. Залишається розглянути випадок

0 < |q| < 1. Оберемо таке α > 0, що |q| = 1
1+α

(
тобто α = 1

|q| − 1 > 0
)
.

Тодi, за нерiвнiстю Бернуллi (1 + α)n ≥ 1 + nα (n = 1, 2 . . .), маємо

0 ≤ |qn| = |q|n =
1

(1 + α)n
≤ 1

1 + nα
≤ 1

nα
.

Поклавши an = 0, cn = 1
nα , bn = |qn| (n = 1, 2, . . .), i, враховуючи,

що lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = 0, за теоремою про три границi отримуємо, що

lim
n→∞

|qn| = 0, а iз зауваження до теореми 3 випливає, що i lim
n→∞

qn = 0.

2.3 Граничний перехiд та арифметичнi операцiї

Теорема 7. Нехай lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b. Тодi

1) lim
n→∞

(xn + yn) = a+ b;

2) lim
n→∞

xnyn = ab;
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3) якщо yn 6= 0 (n = 1, 2, . . .), b 6= 0, то lim
n→∞

xn
yn

=
a

b
.

У окремому випадку yn = b (n = 1, 2, . . .) твердження 2) теореми 7

набуває такого вигляду:

lim
n→∞

bxn = b lim
n→∞

xn.

Це означає, що сталий множник можна виносити за знак границi.

Приклад 7. Доведемо, що lim
n→∞

n
√
a = 1 при будь-якому a > 0.

При a = 1 ця рiвнiсть очевидна. Нехай a > 1. Позначимо αn = n
√
a−1 >

0. Тодi, за нерiвнiстю Бернуллi, отримаємо a = (1 + αn)
n ≥ 1+nαn, звiдки

0 ≤ αn ≤ a−1
n , тобто

0 ≤ n
√
a− 1 ≤ a − 1

n
.

Оскiльки lim
n→∞

a−1
n = 0, то, за теоремою про три границi, будемо мати

lim
n→∞

( n
√
a− 1) = 0. Звiдси випливає, що

lim
n→∞

n
√
a = lim

n→∞

(
n
√
a− 1

)
+ lim

n→∞
1 = 1.

У випадку 0 < a < 1 позначимо b = 1
a > 1. Як вже доведено, lim

n→∞
n
√
b =

1. Тому, за п. 3) теореми 7, отримаємо

lim
n→∞

n
√
a = lim

n→∞
n

√
1

b
= lim

n→∞
1
n
√
b
=

lim
n→∞

1

lim
n→∞

n
√
b
=

1

1
= 1.

Приклад 8. Доведемо, що lim
n→∞

n
√
n = 1.

Позначимо αn = n
√
n − 1 ≥ 0. Тодi при n ≥ 2, за формулою бiнома

Ньютона отримаємо

n = (1 + αn)
n =

n∑

k=0

Ck
nα

k
n ≥ C2

nα
2
n =

1

2
n(n− 1)α2

n,

звiдки αn ≤
√

2
n−1 . Якщо ми доведемо, що lim

n→∞

√
2

n−1 = 0, то з нерiвностi

0 ≤ αn ≤
√

2
n−1

, за теоремою про три границi, отримаємо, що lim
n→∞

αn = 0

i, отже,

lim
n→∞

n
√
n = lim

n→∞

(
n
√
n− 1

)
+ lim

n→∞
1 = 0 + 1 = 1.
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Таким чином, залишається показати, що lim
n→∞

√
2

n−1 = 0. Задамо ε > 0.

Тодi
√

2
n−1 < ε, якщо лише n > 2

ε2 + 1. Поклавши N =
[

2
ε2

]
+ 2, згiдно з

означенням границi, отримуємо потрiбну рiвнiсть.

2.4 Нескiнченно малi послiдовностi

Означення. Послiдовнiсть {xn} називається нескiнченно малою, якщо

lim
n→∞

xn = 0.

Легко бачити, що послiдовнiсть {xn} збiгається до числа a тодi i лише

тодi, коли послiдовнiсть αn = xn − a нескiнченно мала. Використовуючи

це, можна надати наступне рiвносильне означення границi.

Означення. Число a називається границею послiдовностi {xn}, якщо

послiдовнiсть {xn − a} нескiнченно мала.

Слiд, однак, розумiти, що за таким означенням границi, окремо по-

трiбно означати поняття нескiнченно малої послiдовностi, а саме, нескiн-

ченно малою називати таку послiдовнiсть {xn}, что для будь-якого ε > 0

знайдеться номер N = N(ε) ∈ N, такий, що при кожному n ≥ N справе-

длива нерiвнiсть |xn| < ε.

Теорема (властивостi нескiнченно малих послiдовностей).

1). Сума та добуток фiксованої кiлькостi нескiнченно малих послi-

довностей є нескiнченно малою послiдовнiстю.

2). Добуток нескiнченно малої послiдовностi на обмежену є нескiн-

ченно малою послiдовнiстю.

2.5 Нескiнченно великi послiдовностi

Ранiше вже вiдзначалось, що кожна збiжна послiдовнiсть є обмеженою.

Iнакше кажучи, будь-яка необмежена послiдовнiсть розбiгається. Видiли-

мо деякi спецiальнi класи необмежених послiдовностей.

Означення. Кажуть, що послiдовнiсть {xn} прямує до +∞, якщо

для будь-якого дiйсного числа M знайдеться номер N , залежний вiд M ,
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такий, що для всiх n ≥ N справедлива нерiвнiсть xn > M . У цьому

випадку пишуть lim
n→∞

xn = +∞, або xn → +∞ при n→ ∞.

Кажуть, що послiдовнiсть {xn} прямує до −∞, якщо для будь-якого

дiйсного числа M знайдеться номер N , залежний вiд M , такий, що для

всiх n ≥ N має мiсце нерiвнiсть xn < −M . У цьому випадку пишуть

lim
n→∞

xn = −∞, або xn → −∞ при n→ ∞.

Послiдовнiсть {xn} називається нескiнченно великою, якщо модулi її

елементiв прямують до +∞
(
lim

n→∞
|xn| = +∞

)
, тобто якщо для будь-якого

M знайдеться номер N , такий, що для всiх n ≥ N справедлива нерiвнiсть

|xn| > M . Позначають це так: lim
n→∞

xn = ∞, або xn → ∞ при n→ ∞.

Легко бачити, що iз будь-якої з умов lim
n→∞

xn = +∞ чи lim
n→∞

xn =

−∞ випливає, що lim
n→∞

xn = ∞. Обернене твердження хибне. Наприклад,

послiдовнiсть xn = (−1)nn прямує до ∞, але не прямує нi до +∞, нi до

−∞.

Нагадаємо, що необмежена – це така послiдовнiсть {xn}, що для будь-

якогоM знайдеться такий номер n, що |xn| > M . Зрозумiло, що кожна не-

скiнченно велика послiдовнiсть необмежена, але не навпаки. Наприклад,

послiдовнiсть xn = n(−1)n необмежена, але не є нескiнченно великою.

Зв’язок мiж нескiнченно великими та нескiнченно малими послiдов-

ностями встановлює наступне

Твердження. Нехай xn 6= 0 (n = 1, 2, . . .). Тодi послiдовнiсть {xn}
нескiнченно велика у тому i лише у тому випадку, коли послiдовнiсть

yn = 1
xn

нескiнченно мала.

2.6 Деякi види неозначеностей

Нехай xn → +∞, yn → +∞. Тодi, очевидно, xn + yn → +∞ i xnyn → +∞.

Але про xn − yn нiчого визначеного сказати не можна. Так, наприклад,

якщо xn = n2 → +∞, yn = n → +∞, то xn − yn = n2 − n ≥ n (n ≥ 2) i

xn−yn → +∞. З iншого боку, для xn = n, yn = n2 маємо xn−yn = n−n2 ≤
−n i xn − yn → −∞. Якщо ж xn = n → +∞, yn = n + (−1)n → +∞, то
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послiдовнiсть xn − yn = (−1)n+1 не має границi.

Кажуть, що рiзниця двох послiдовностей, якi прямують до +∞, утво-

рює неозначенiсть виду [(+∞) − (+∞)]. Iнший вид неозначеностi
[∞
∞
]

– вiдношення двох послiдовностей, що прямують до ∞, тобто xn

yn
, де

xn → ∞, yn → ∞. Справдi, для xn = n2, yn = n маємо xn

yn
= n →

∞, yn

xn
= 1

n → 0. Якщо ж xn = (2 + (−1)n)n, yn = n, то вiдношення
xn

yn
= 2 + (−1)n, очевидно, не має границi.

Оскiльки обернена до нескiнченно великої є нескiнченно малою послi-

довнiстю, то отримуємо ще такi види неозначеностей: [0 · ∞] ,
[

1
∞ · ∞

]
,
[
0
0

]
.

Рекомендується самостiйно навести вiдповiднi приклади.

2.7 Пiдпослiдовностi.

Лема Больцано – Вейєрштрасса

Нехай задана послiдовнiсть {xn}. Якщо ми виберемо з неї деякi її еле-

менти (нескiнченно багато в порядку зростання номерiв), то отримаємо

пiдпослiдовнiсть послiдовностi {xn}. Точнiше, задамо строго зростаючу

послiдовнiсть номерiв nk (k = 1, 2, . . .). Тодi послiдовнiсть {xnk
}∞k=1 нази-

вається пiдпослiдовнiстю послiдовностi {xn}. Пiдпослiдовнiсть xnk
є фун-

кцiєю натурального аргументу k, тобто кожному натуральному k постав-

лено у вiдповiднiсть елемент xnk
послiдовностi {xn}. Наприклад, якщо

xn = 1+(−1)n

2
, тобто початкова послiдовнiсть 0, 1, 0, 1, . . ., то обираючи

nk = 2k, тобто вибравши всi елементи з парними номерами, отримаємо

пiдпослiдовнiсть x2k = 1 (k = 1, 2, . . .).

Ранiше вiдзначалось, що кожна збiжна послiдовнiсть обмежена. Обер-

нене твердження хибне, iз обмеженостi послiдовностi не випливає її збi-

жнiсть. Так, розглянута щойно послiдовнiсть xn = 1+(−1)n

2 , очевидно,

обмежена (|xn| ≤ 1, n = 1, 2, . . .), але вона не є збiжною. Разом з тим

iз цiєї послiдовностi ми вилучили пiдпослiдовнiсть x2k = 1 (k = 1, 2, . . .)

– стацiонарну, а отже, збiжну. Виявляється, що це можна зробити для

будь-якої обмеженої послiдовностi.

Лема Больцано – Вейєрштрасса. Iз будь-якої обмеженої послi-
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довностi можна вилучити збiжну пiдпослiдовнiсть.

2.8 Критерiй Кошi

Якщо для дослiдження збiжностi послiдовностi застосовувати означення

границi, то ми наперед повиннi знати чи є ця послiдовнiсть збiжною i,

якщо так, то її границю. Використовуючи означення границi, ми може-

мо лише доводити висунуту гiпотезу. Але в багатьох випадках за самим

виглядом послiдовностi важко визначити чи є послiдовнiсть збiжною чи

розбiжною. Наприклад, xn = 1+ 1
2+. . .+

1
n , yn = 1+ 1

22 +. . .+
1
n2 . У зв’язку

з цим виникає бажання знайти внутрiшню властивiсть послiдовностi, яка

рiвносильна збiжностi i не залежить вiд числа a – границi послiдовностi.

Такою властивiстю є фундаментальнiсть.

Означення. Послiдовнiсть {xn} називається фундаментальною (збi-

жною в собi), якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться такий номер N ,

залежний, взагалi кажучи, вiд ε, що для всiх номерiв n ≥ N, m ≥ N

справедлива нерiвнiсть |xn − xm| < ε.

Iстотна вiдмiннiсть означення фундаментальностi вiд означення гра-

ницi полягає в тому, що означення границi потребує величину границi, а

в означеннi фундаментальностi цього не потрiбно. Сенс означення гра-

ницi полягає в тому, що всi елементи послiдовностi з достатньо вели-

кими номерами мало вiдрiзняються вiд границi, тобто |xn − a| < ε при

n ≥ N = N(ε). В означеннi ж фундаментальностi вимагається щоб всi еле-

менти з достатньо великими номерами мало вiдрiзнялись один вiд одного

(|xn − xm| < ε, n,m ≥ N = N(ε)).

Рiвносильнiсть збiжностi послiдовностi i її фундаментальностi вста-

новлює наступна теорема.

Теорема (критерiй Кошi). Для того щоб послiдовнiсть була збi-

жною, необхiдно i достатньо, щоб вона була фундаментальною.

Означення фундаментальностi послiдовностi можна сформулювати у

наступнiй еквiвалентнiй формi.
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Означення. Послiдовнiсть {xn} називається фундаментальною, якщо

для будь-якого ε > 0 знайдеться такий номер N , залежний, взагалi ка-

жучи, вiд ε, що для кожного n ≥ N i для кожного p ∈ N справедлива

нерiвнiсть |xn+p − xn| < ε.

Користуючись цим означенням, скажемо, що послiдовнiсть {xn} не є

фундаментальною, якщо знайдеться таке ε0 > 0, що для будь-якого N

iснує такий номер n ≥ N i таке натуральне число p, що |xn+p − xn| ≥ ε0.

Приклад 1. Розглянемо послiдовнiсть xn = 1 + 1
2 + . . . + 1

n . Для

натуральних n i p маємо xn+p − xn = 1
n+1 + . . . + 1

n+p ≥ 1
n+p + . . . +

1
n+p = p

n+p . Якщо n зафiксоване, то для p = n отримуємо |xn+p − xn| ≥ 1
2 .

Оберемо ε0 = 1
2 > 0. Тодi для заданого номера N покладемо n = N , p = n

i будемо мати |xn+p − xn| ≥ ε0. Це означає, що задана послiдовнiсть не є

фундаментальною, i, отже, за критерiєм Кошi, вона розбiгається.

Приклад 2. Покажемо, що послiдовнiсть xn = sin 1
12 + sin 2

22 + . . .+ sinn
n2

фундаментальна, а отже, збiжна. Для натуральних n i p маємо

|xn+p − xn| ≤
1

(n+ 1)2
+ . . . +

1

(n+ p)2
≤

≤ 1

n(n+ 1)
+ . . . +

1

(n+ p − 1)(n+ p)
=

=

(
1

n
− 1

n+ 1

)
+ . . . +

(
1

n+ p− 1
− 1

n+ p

)
=

=
1

n
− 1

n+ p
≤ 1

n
< ε,

якщо лише n ≥ N ≡
[
1
ε

]
+1. Цим самим доведено, що задана послiдовнiсть

фундаментальна.

2.9 Монотоннi послiдовностi

Означення. Послiдовнiсть {xn} називається неспадною (зростаю-

чою), якщо xn+1 ≥ xn для кожного n ∈ N. Якщо ж xn+1 > xn (n ∈ N), то
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така послiдовнiсть називається строго зростаючою. Якщо xn+1 ≤ xn (n ∈
N), то така послiдовнiсть називається незростаючою (спадною), а якщо

xn+1 < xn, то послiдовнiсть називається строго спадною. Послiдовнiсть

називається монотонною, якщо вона незростаюча, або неспадна, i строго

монотонною, якща вона строго зростаюча або строго спадна.

Теорема. Нехай послiдовнiсть {xn} монотонно зростає. Тодi

1) якщо {xn} обмежена зверху, то вона збiгається;

2) якщо {xn} необмежена зверху, то lim
n→∞

xn = +∞.

Iз цiєї теореми миттєво випливає

Теорема (критерiй збiжностi монотонно зростаючої послiдов-

ностi). Монотонно зростаюча послiдовнiсть збiгається тодi i лише то-

дi, коли вона обмежена зверху.

Аналогiчно, маємо наступне твердження.

Теорема. Нехай послiдовнiсть {xn} монотонно спадає. Тодi

1) якщо {xn} обмежена знизу, то вона збiгається;

2) якщо {xn} необмежена знизу, то lim
n→∞

xn = −∞.

Як i вище, звiдси випливає

Теорема (критерiй збiжностi монотонно спадної послiдовно-

стi). Монотонно спадна послiдовнiсть збiгається тодi i лише тодi, коли

вона обмежена знизу.

Зрозумiло, що зростаюча послiдовнiсть обмежена знизу (наприклад,

першим елементом послiдовностi), а спадна послiдовнiсть обмежена звер-

ху. Тому попереднi твердження можна об’єднати у виглядi наступної те-

ореми.

Теорема (критерiй збiжностi монотонної послiдовностi). Моно-

тонна послiдовнiсть збiгається тодi i лише тодi, коли вона обмежена.

Зауваження. Без припущення монотонностi ця теорема втрачає силу.

Справдi, послiдовнiсть xn = (−1)n обмежена, але, як було показано ранi-

ше, вона розбiжна. Це виявилось можливим тому, що ця послiдовнiсть не
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є монотонною.

Як критерiй Кошi, так i критерiй збiжностi монотонної послiдовностi,

дозволяють доводити збiжнiсть послiдовностi, але не надають способiв

знаходження границi. На практицi часто можна облегшити знаходження

границi, знаючи лише її iснування i використовуючи арифметичнi вла-

стивостi збiжних послiдовностей. Проiлюструємо це на прикладах.

Приклад 1. Нехай xn = n
2n . Покажемо, що ця послiдовнiсть спадна.

Маємо
xn+1

xn
=
n+ 1

2n+1

2n

n
=
n+ 1

2n
≤ 1,

звiдки, враховуючи, що xn > 0, випливає xn+1 ≤ xn. Крiм того, оскiль-

ки xn > 0, то ця послiдовнiсть обмежена знизу. За теоремою iснування

границi монотонної i обмеженої послiдовностi, задана послiдовнiсть має

границю a = lim
n→∞

n
2n . Але тодi i lim

n→∞
xn+1 = a, а за теоремою про границю

добутку, маємо

a = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

n+ 1

2n+1
= lim

n→∞
n+ 1

n

2n

2n+1

n

2n
=

=
1

2
lim

n→∞
n+ 1

n
· lim
n→∞

n

2n
=

1

2
a.

Тепер iз рiвностi a = 1
2a випливає, що a = 0, тобто lim

n→∞
n
2n = 0.

Слiд звернути особливу увагу на те, що подiбнi мiркування справе-

дливi лише за умови, що iснує a = lim
n→∞

xn. Якщо ця умова не виконує-

ться, то можна отримати хибний результат. Справдi, якщо xn = (−1)n,

то xn+1 = (−1)n+1 = −xn, звiдки a = lim
n→∞

xn+1 = − lim
n→∞

xn = −a. Iз цiєї

рiвностi отримаємо, що a = 0. Але цей висновок неправильний, оскiльки

нашi мiркування проводились за припущенням, що послiдовнiсть (−1)n

збiгається, що, зрозумiло, неправда.

Приклад 2. Нехай a > 0, xn+1 = 1
2

(
xn + a

xn

)
, де в якостi x1 можна

взяти будь-яке додатне число. Якщо ми покажемо, що iснує додатна гра-

ниця цiєї послiдовностi c = lim
n→∞

xn > 0, то, виходячи з арифметичних

властивостей границь, отримаємо c = 1
2

(
c+ a

c

)
, звiдки 2c2 = c2+a, тобто

c2 = a. Враховуючи, що c > 0, маємо c =
√
a.
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Отже, залишається показати, що задана послiдовнiсть має додатну

границю. Оскiльки x1 > 0, то x2 > 0, а отже, x3 > 0 i т. д. За iндукцiєю

отримуємо, що всi xn > 0. Це, зокрема, означає, що задана послiдовнiсть

визначена коректно. Доведемо точнiшу нерiвнiсть – оцiнку знизу для xn.

Для цього перепишемо задану рекурентну рiвнiсть, яка визначає послi-

довнiсть, у такому виглядi:

xn+1 =
√
a
1

2

(
xn√
a
+

√
a

xn

)
.

Але оскiльки для будь-якого y > 0 справедлива нерiвнiсть y+ 1
y ≥ 2 (вона

рiвносильна тому, що (y − 1)2 ≥ 0), то маємо

xn+1 =
√
a
1

2

(
xn√
a
+

√
a

xn

)
≥ √

a, n = 1, 2, . . .

Тепер, враховуючи, що xn ≥ √
a, n = 2, 3, . . ., отримаємо

xn+1

xn
=

1

2

(
1 +

a

x2n

)
≤ 1

2

(
1 +

a

(
√
a)

2

)
= 1, n = 2, 3, . . . ,

звiдки xn+1 ≤ xn, n = 2, 3, . . ., тобто задана послiдовнiсть спадна, почи-

наючи з другого номера. Вище було показано, що вона обмежена знизу

числом
√
a. За теоремою про збiжнiсть монотонної i обмеженої послiдов-

ностi отримуємо, що iснує границя c = lim
n→∞

xn, i, оскiльки всi xn ≥ √
a,

то ця границя c = lim
n→∞

xn ≥ √
a > 0.

Зауваження. У розглянутому прикладi послiдовнiсть {xn} визнача-

ється рекурентно рiвнiстю xn+1 = f (xn), де функцiя f має таку власти-

вiсть, що

lim
n→∞

f (xn) = f
(
lim

n→∞
xn

)
.

Тодi для знаходження границi c такої послiдовностi нам потрiбно було

розв’язати рiвняння c = f(c). Цей стандартний прийом зручний для об-

числення границь послiдовностей, якi заданi рекурентно. Але слiд розумi-

ти, що перед тим, як використовувати цей прийом, потрiбно довести саме

iснування границi. Якщо цього не зробити, то можна отримати хибний

результат.
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2.10 Число e

Теорема. Послiдовнiсть xn =
(
1 + 1

n

)n
збiгається.

Доведення. Достатньо показати, що xn зростає i обмежена зверху.

За формулою бiнома Ньютона

xn =

(
1 +

1

n

)n

=

n∑

k=0

Ck
n

1

nk
=

= C0
n + C1

n

1

n
+ C2

n

1

n2
+ . . . + Cn−1

n

1

nn−1
+ Cn

n

1

nn
=

=
n!

0!n!
+

n!

1!(n− 1)!

1

n
+

n!

2!(n− 2)!

1

n2
+ . . .+

+
n!

(n− 1)!1!

1

nn−1
+

n!

n!0!

1

nn
=

= 1 + 1 +
1

2!

(
1− 1

n

)
+

1

3!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
+ . . .+

+
1

(n− 1)!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 2

n

)
+

+
1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
.

Якщо ми тепер замiсть n пiдставимо n+ 1, то кiлькiсть доданкiв справа

збiльшиться на один додатний, i в кожному доданку всi вирази в дужках

також збiльшаться. Справдi, 1 − k
n ≤ 1 − k

n+1 , 1 ≤ k ≤ n − 1, а врахо-

вуючи, що всi доданки додатнi, отримаємо, що xn+1 ≥ xn. Таким чином,

послiдовнiсть зростаюча.

Для доведення обмеженостi зверху скористаємось тим, що кожний ви-

раз в дужках не бiльший за 1. Тодi, за формулою суми перших доданкiв

геометричної прогресiї, отримаємо

xn ≤ 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ . . . +

1

n!
≤
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≤ 1 + 1 +
1

2
+

1

2 · 2 + . . . +
1

2n−1
=

= 1 +

(
1 +

1

2
+

1

22
+ . . . +

1

2n−1

)
=

= 1 +

(
1

1− 1
2

− 1/2n

1− 1
2

)
≤ 1 + 2 = 3.

Отже, ми показали, що задана послiдовнiсть зростаюча i обмежена зверху.

За теоремою про збiжнiсть монотонної i обмеженої послiдовностi отриму-

ємо, що ця послiдовнiсть збiжна.

Позначимо

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

Iз доведення теореми видно, що e ≤ 3. Наближене значення цього числа

дорiвнює e ≈ 2, 718281828 . . ..

Теорема (iнше представлення числа e). Справедлива рiвнiсть

lim
n→∞

(
1 +

1

1!
+

1

2!
+ . . . +

1

n!

)
= e.

Використовуючи цю теорему, можна довести, що число e iррацiональ-

не.

2.11 Частиннi границi. Верхня та нижня границi

Твердження 1. Нехай lim
n→∞

xn = a. Тодi будь-яка пiдпослiдовнiсть

{xnk
} збiгається i lim

k→∞
xnk

= a.

Твердження 2. Якщо lim
n→∞

xn = +∞, то lim
k→∞

xnk
= +∞ для будь-

якої пiдпослiдовностi {xnk
}. Якщо ж lim

n→∞
xn = −∞, то lim

k→∞
xnk

= −∞
для будь-якої пiдпослiдовностi {xnk

}.

Отже, якщо послiдовнiсть прямує до деякої границi (дiйсної, або +∞
чи −∞), то i будь-яка її пiдпослiдовнiсть прямує до тiєї ж границi. Обер-

нене твердження очевидне, оскiльки сама послiдовнiсть є однiєю iз своїх
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пiдпослiдовностей (покладаємо nk = k). Ранiше ми вже наводили прикла-

ди розбiжних послiдовностей, у яких iснують збiжнi пiдпослiдовностi.

Означення. Число c називається частинною границею послiдовностi

{xn}, якщо iснує пiдпослiдовнiсть {xnk
} послiдовностi {xn}, яка збiгається

до c.

Iз твердження 1 випливає, що у кожної збiжної послiдовностi iснує

лише одна скiнченна частинна границя (оскiльки кожна пiдпослiдовнiсть

збiгається до границi послiдовностi). Якщо ж послiдовнiсть розбiжна, то

в неї може бути декiлька рiзних частинних границь. Наприклад, розбiжна

послiдовнiсть xn = (−1)n має двi частиннi границi 1 = lim
k→∞

x2k i −1 =

lim
k→∞

x2k+1.

Розширимо поняття частинної границi. Скажемо, що послiдовнiсть

має частинною границею +∞, якщо iснує пiдпослiдовнiсть {xnk
}, та-

ка, що lim
k→∞

xnk
= +∞. Якщо ж iснує пiдпослiдовнiсть {xnk

}, така, що

lim
k→∞

xnk
= −∞, то кажуть, що −∞ є частинною границею послiдовностi

{xn}. Наприклад, для послiдовностi xn = (−1)nn частинними границями

є +∞ i −∞, оскiльки

lim
k→∞

x2k = lim
k→∞

(−1)2k2k = lim
k→∞

2k = +∞,

lim
k→∞

x2k+1 = lim
k→∞

(−1)2k+1(2k + 1) = lim
k→∞

(−2k − 1) = −∞.

Твердження. Кожна послiдовнiсть має принаймнi одну частинну

границю (яка може бути дiйсним числом, або дорiвнювати +∞ чи −∞).

Для того щоб означити поняття верхньої та нижньої границь послi-

довностi, нам знадобиться наступне розширення множини дiйсних чисел:

R = R ∪ {−∞,+∞} .

Будемо вважати, що для будь-якого x ∈ R справедлива нерiвнiсть −∞ <

x < +∞. Якщо множина E ⊂ R мiстить +∞, то елемент +∞ вважає-

ться найбiльшим E. Якщо ж −∞ ∈ E, то −∞ вважається найменшим

елементом в E.
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Вище ми вiдзначили, що у кожної послiдовностi {xn} iснує частинна

границя, яка належить до R. Iншими словами, множина E ⊂ R частин-

них границь довiльної послiдовностi {xn} непорожня. Можна довести, що

множина частинних границь має найбiльший та найменший елементи.

Означення. Верхньою границею послiдовностi {xn} називається най-

бiльша з усiх її частинних границь i позначається через lim
n→∞

xn (або

lim sup
n→∞

xn). Нижньою границею послiдовностi {xn} називається найменша

з усiх її частинних границь i позначається через lim
n→∞

xn (або lim inf
n→∞

xn).

Вище вiдзначалось, що у будь-якої послiдовностi множина її частин-

них границь в R непорожня. Таким чином, у кожної послiдовностi iснують

верхня та нижня границi.

Приклад 1. Нехай xn = sin πn
4 . Це – така послiдовнiсть:

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 0, −

√
2

2
, −1, −

√
2

2
, 0,

√
2

2
, . . .

МножинаE частинних границь цiєї послiдовностiE =
{√

2
2 ,−

√
2
2 , 0, 1,−1

}
.

Жодне iнше число,+∞, −∞ не є частинними границями. Отже, lim
n→∞

xn =

1, lim
n→∞

xn = −1.

Приклад 2. Нехай xn = −n. Тодi lim
n→∞

xn = −∞ i, отже, будь-яка

пiдпослiдовнiсть послiдовностi {xn} також прямує до −∞. Таким чином,

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = −∞.

Приклад 3. Нехай xn = n(−1)n . Одна з пiдпослiдовностей x2k = 2k

прямує до +∞, а iнша x2k+1 = 1
2k+1 – прямує до нуля. Якщо ж ми вiзьме-

мо яку-небудь пiдпослiдовнiсть, що мiстить нескiнченно багато парних i

непарних елементiв, то така пiдпослiдовнiсть не має границi. Таким чи-

ном, у заданої послiдовностi є лише двi частиннi границi: +∞ i 0. Тому

lim
n→∞

xn = +∞, lim
n→∞

xn = 0.

Теорема (критерiй збiжностi послiдовностi в термiнах верх-

ньої та нижньої границь). Послiдовнiсть {xn} має скiнченну грани-
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цю a, або +∞ чи −∞, тодi i лише тодi, коли

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn = a.

Отже, ця теорема надає необхiдну та достатню умову iснування грани-

цi послiдовностi (яка, можливо, дорiвнює +∞ чи −∞). Звiдси отримуємо,

що якщо lim
n→∞

xn < lim
n→∞

xn, то послiдовнiсть не має границi (навiть i та-

кої, що дорiвнює +∞ чи −∞). Це твердження може бути застосованим

на практицi для доведення розбiжностi послiдовностi. А саме, якщо iз

заданої послiдовностi {xn} виявляється можливим вилучити двi пiдпо-

слiдовностi {xnk
} i {xmk

}, якi збiгаються до рiзних границь, то початкова

послiдовнiсть {xn} не має границi, навiть нескiнченної (+∞ чи −∞). Але

при цьому така послiдовнiсть може мати границею ∞.

Наприклад, нехай xn = (−1)n. Вилучимо двi пiдпослiдовностi: x2k =

1 i x2k+1 = −1. Вони збiгаються до рiзних границь, i тому початкова

послiдовнiсть xn не має границi. Для iншого розглятуго вище прикладу

послiдовностi yn = n(−1)n маємо y2k = 2k → +∞ i y2k+1 = 1
2k+1 → 0.

Отже, послiдовнiсть {yn} розбiгається. Наостанок, якщо zn = n
n+1 cos

πn
4 ,

то z8k = 8k
8k+1

→ 1 i z8k+4 = − 8k+4
8k+5

→ −1. Отже, послiдовнiсть {zn}
розбiжна.

Контрольнi питання

1. Послiдовностi та границi. Властивостi. Нескiнченно малi та нескiн-

ченно великi послiдовностi.

2. Критерiй Кошi.

3. Монотоннi послiдовностi. Число e.

4. Частиннi границi, верхня та нижня границi.



Роздiл 3. Границi функцiй

3.1 Границя функцiї i її елементарнi властивостi

Нагадаємо, що околом радiуса δ > 0 (або δ-околом) точки a ∈ R назива-

ється множина таких x ∈ R, що a − δ < x < a + δ, або, що те ж саме,

|x−a| < δ. Проколотим δ-околом точки a називаємо δ-окiл точки a ∈ R, iз

якого видалена сама точка a. Iншими словами, проколотий δ-окiл точки a

– це множина всiх точок x ∈ R, таких, що a− δ < x < a або a < x < a+ δ.

Це можна записати так: 0 < |x − a| < δ.

Означення границi функцiї за Кошi. Нехай функцiя f визначена

в деякому проколотому околi точки a. Число A називається границею

функцiї f в точцi a, якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться таке δ > 0, яке

залежить, взагалi кажучи, вiд ε, що для всiх x, якi задовольняють умову

0 < |x − a| < δ, справедлива нерiвнiсть |f(x) − A| < ε. Якщо число A є

границею функцiї f в точцi a, то кажуть, що функцiя f прямує до A при

x, який прямує до a, i пишуть: lim
x→a

f(x) = A, або f(x) → A при x→ a.

Приклад 1. Нехай f(x) = x·sin 1
x , x 6= 0, a = 0. Ця функцiя визначена

в проколотому околi точки a = 0. Покажемо, що lim
x→0

f(x) = 0. Задамо

ε > 0. Тодi для x 6= 0 нерiвнiсть

|f(x)− 0| =
∣∣∣∣x · sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ |x| < ε

справедлива, якщо лише 0 < |x−0| = |x| < δ, де в якостi δ ми обираємо ε,

тобто δ = ε. Оскiльки ε > 0 довiльне, то для будь-якого ε > 0 знайдеться

таке δ (δ = ε), що для всiх x, якi задавольняють умову 0 < |x − 0| < δ,

справедлива нерiвнiсть
∣∣x · sin 1

x − 0
∣∣ < ε. За означенням, це означає, що

lim
x→0

x · sin 1
x = 0.

44
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Приклад 2. Нехай

f(x) = signx =





1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0

(ця функцiя називається функцiєю знаку). Покажемо, що функцiя f не

має границi в точцi a = 0, тобто для кожного A ∈ R знайдеться таке

ε0 > 0, що для кожного δ > 0, знайдеться таке x, яке задовольняє умову

0 < |x − 0| < δ, при якому |f(x)−A| ≥ ε0.

Нехай A ∈ R. Покажемо, що ε0 = 1 задовольняє таку властивiсть.

Справдi, задамо довiльне δ > 0. Якщо A ≥ 0, то оберемо таке x, що

−δ < x < 0, наприклад, x = − δ
2 . Тодi 0 < |x − 0| < δ, i |f(x) − A| =

| − 1 − A| = 1 + A ≥ 1 = ε0. Якщо ж A < 0, то оберемо таке x, що

0 < x < δ, наприклад, x = δ
2 . Тодi знову отримаємо, що 0 < |x − 0| < δ, i

|f(x) − A| = |1 − A| = 1 − A ≥ 1 = ε0. Отже, жодне A ∈ R не є границею

функцiї f(x) = signx в точцi a = 0.

Зауваження 1. В означеннi границi ми припускаємо, що функцiя

f визначена в проколотому околi точки a. Може виявитись, що в самiй

точцi a функцiя f також визначена. Але значення функцiї f в цiй точцi a

нiяк не впливає на границю функцiї в цiй точцi, оскiльки в означеннi

границi ми розглядаємо лише тi значення x, якi вiдмiннi вiд a.

Приклад 3. Нехай

f(x) = | sign x| =
{

1, x 6= 0,

0, x = 0.

Покажемо, що lim
x→0

f(x) = 1. Справдi, задамо ε > 0 i в якостi δ оберемо

будь-яке додатне число, наприклад, δ = 1. Тодi з умови 0 < |x − 0| =
|x| < δ випливає |f(x) − 1| = |1 − 1| = 0 < ε. Слiд звернути увагу на те,

що нерiвнiсть |f(x) − 1| < ε може i не виконуватись при x = 0 (вона й

справдi не виконується, якщо ε ≤ 1). Але ми i не вимагаємо, щоб вона

виконувалась при x = 0, оскiльки розглядаються лише такi значення x,

для яких |x| > 0.
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Приклад 4. Доведемо, що lim
x→1

x2−1
x−1 = 2. Справдi, якщо x 6= 1, то

x2−1
x−1

= x + 1, i тодi |f(x) − 2| = |(x + 1) − 2| = |x − 1| < ε, якщо лише

0 < |x − 1| < δ, де δ = ε.

Зауваження 2. Означення границi носить локальний характер. Це

означає, що факт iснування границi i її числове значення залежать лише

вiд тих значень, якi набуває функцiя в достатньо малому околi точки a.

Iншими словами, якщо ми змiнимо функцiю зовнi деякого проколотого

околу точки a, то це нiяк не вплине на iснування границi i її величину.

Приклад 5. Доведемо, що lim
x→a

√
x =

√
a при a > 0.

Задамо ε > 0. Тодi для x > 0 нерiвнiсть

∣∣√x−√
a
∣∣ = |x − a|√

x +
√
a
≤ 1√

a
|x − a| < ε

буде справедливою, якщо лише 0 < |x − a| < √
a · ε = δ.

Теорема 1 (єдинiсть границi). Якщо функцiя f має границю в то-

чцi a, то ця границя єдина.

Локальна обмеженiсть функцiї, яка має границю. Функцiя f

називається обмеженою зверху (знизу) на множинi E, якщо iснує та-

ке число M (m), що для всiх x ∈ E справедлива нерiвнiсть f(x) ≤ M

(f(x) ≥ m). Функцiя f називається обмеженою на множинi E, якщо вона

обмежена на цiй множинi як зверху, так i знизу.

Iнше еквiвалентне означення обмеженостi функцiї можна дати, вико-

ристовуючи поняття модуля. А саме, функцiя f називається обмеженою

на множинi E, якщо iснує таке число A, що для всiх x ∈ E справедлива

нерiвнiсть |f(x)| ≤ A.

Ранiше ми вiдзначали, що збiжна послiдовнiсть обмежена. Розглянемо

аналогiчне питання для функцiй. А саме, чи випливає iз iснування грани-

цi функцiї обмеженiсть цiєї функцiї? Негативну вiдповiдь на це питання

надає, наприклад, функцiя f(x) = 1
x
, 0 < x < +∞. Справдi, легко бачити,

що функцiя f необмежена на (0,+∞). В той же час, lim
x→1

1
x = 1. Справдi,

∣∣∣∣
1

x
− 1

∣∣∣∣ =
|x− 1|
x

≤ 2|x− 1| < ε,
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яккщо лише |x− 1| < δ = min
{

1
2 ,

ε
2

}
. Разом з тим, справедлива

Теорема 2 (локальна обмеженiсть функцiї, яка має границю).

Нехай функцiя f визначена в деякому проколотому околi U точки a i

має границю в цiй точцi. Тодi iснує такий проколотий окiл V ⊂ U , на

якому функцiя f обмежена.

Означення границi функцiї за Гейне. Ми хочемо пов’язати озна-

чення границi функцiї з означенням границi послiдовностi. Нехай фун-

кцiя f визначена в деякому проколотому околi U точки a. Оберемо довiль-

ну послiдовнiсть аргументiв {xn}∞n=1, тобто xn ∈ U (xn 6= a, n = 1, 2, . . .).

Ця послiдовнiсть аргументiв породжує послiдовнiсть значень функцiї f в

точках xn, тобто ми отримуємо послiдовнiсть {f (xn)}∞n=1.

Означення. Нехай функцiя f визначена в проколотому околi U то-

чки a. Число A називається границею функцiї f в точцi a, якщо кожна

послiдовнiсть аргументiв {xn}, що прямує до a (тобто xn ∈ U, xn 6=
a, xn → a, n = 1, 2, . . .), породжує вiдповiдну послiдовнiсть значень фун-

кцiї {f (xn)}, яка прямує до A.

Отже, маємо два означення границi функцiї: за Кошi i за Гейне. Цi

два означення еквiвалентнi. Часто на практицi означення границi за Гей-

не використовується для доведення того, що функцiя не має границi в

точцi a. Справдi, заперечення означення границi за Гейне виглядає на-

ступним чином.

Число A не є границею функцiї f в точцi a, якщо iснує послiдовнiсть

аргументiв {xn} (xn → a, xn 6= a), така, що f (xn) не прямує до A.

Припустимо, що iснує така послiдовнiсть аргументiв {xn}, що вiдпо-

вiдна послiдовнiсть значень функцiї {f (xn)} розбiжна. Тодi зрозумiло, що

нiяке число не може бути границею функцiї f в точцi a, тобто f не має гра-

ницi при x→ a. Отже, для того, щоб показати, що функцiя f не має гра-

ницi в точцi a, достатньо побудувати послiдовнiсть {xn} (xn → a, xn 6= a),

таку, що {f (xn)} не має границi.

Приклад. Нехай f(x) = sin 1
x (x 6= 0). Оберемо двi послiдовностi ар-
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гументiв x′k = 1
2πk i x′′k = 1

2π(k+1/4) (k = 1, 2, . . .). Тодi x′k → 0, x′′k → 0

(k → ∞) i f (x′k) = 0, f (x′′k) = 1. Складемо послiдовнiсть аргументiв

x′1, x
′′
1 , x

′
2, x

′′
2 , . . .. Тодi вiдповiдна послiдовнiсть значень функцiї буде та-

кою 0, 1, 0, 1, . . ., яка, очевидно, розбiгається. Отже, ми побудували збiжну

до нуля послiдовнiсть вiдмiнних вiд нуля аргументiв, таку, що вiдповiдна

послiдовнiсть значень функцiї не має границi. Звiдси, за означенням гра-

ницi функцiї за Гейне, випливає, що функцiя f(x) = sin 1
x не має границi

при x→ 0.

Iдея розв’язання цього прикладу часто використовується i при розв’я-

заннi iнших задач. А саме, для того, щоб показати, що функцiя f не

має границi при x → a, достатньо побудувати двi послiдовностi {x′n} i

{x′′n}, якi прямують до a (x′n 6= a, x′′n 6= a), такi, що {f (x′n)} i {f (x′′n)}
прямують до рiзних границь (або принаймнi одна з них розбiжна). То-

дi для послiдовностi аргументiв x′1, x
′′
1 , x

′
2, x

′′
2 , . . . вiдповiдна послiдовнiсть

значень функцiї f (x′1) , f (x
′′
1 ) , f (x

′
2) , f (x

′′
2 ) , . . . буде розбiжною, оскiльки

у неї є двi рiзнi частиннi границi (не виконана умова критерiю збiжностi

в термiнах верхньої i нижньої границь послiдовностi).

Теорема (арифметичнi властивостi границь). Нехай функцiї f

i g заданi в проколотому околi U точки a, lim
x→a

f(x) = A, lim
x→a

g(x) = B.

Тодi

1) lim
x→a

(f(x) + g(x)) = A+B;

2) lim
x→a

(f(x) · g(x)) = A · B;

3) якщо g(x) 6= 0 (x ∈ U) i B 6= 0, то lim
x→a

f(x)
g(x) = A

B .

Теорема (граничний перехiд i нерiвностi). Нехай функцiї f i g

визначенi в проколотому околi U точки a, lim
x→a

f(x) = A, lim
x→a

g(x) =

B, причому B > A. Тодi знайдеться проколотий окiл ∆ ⊂ U точки a,

такий, що f(x) < g(x) для всiх x ∈ ∆.

Наслiдок. Якщо f(x) ≥ g(x) для всiх x, якi належать до проколото-

го околу U точки a, то lim
x→a

f(x) ≥ lim
x→a

g(x), якщо цi границi iснують.

Теорема (про три границi). Нехай три функцiї f, g, h визначенi в



Границi функцiй 49

деякому проколотому околi U точки a i такi, що f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) для

всiх x ∈ U . Якщо iснують границi lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = A, то iснує i

lim
x→a

g(x) = A.

3.2 Перша визначна границя

Так називається наступна рiвнiсть:

lim
x→0

sinx

x
= 1,

де величина x виражена в радiанах. Для доведення цiєї рiвностi доведемо

спочатку двi важливi нерiвностi:

sinx < x
(
0 < x <

π

2

)
, (1)

x < tg x
(
0 < x <

π

2

)
, (2)

якi мають численнi застосування в рiзних питаннях. Наведемо геометри-

чне доведення цих нерiвностей. Розглянемо коло одиничного радiуса з

центром у початку координат:

x

y

O
x

A

C

B

D

Нехай точка B розташована в першiй чвертi на колi. Отримаємо кут

AOB, радiанна мiра якого дорiвнює x. Проведемо в точцi A перпендику-

ляр до осi абсцис i продовжимо OB до перетину з цим перпендикуляром

в точцi C. Iз точки B опустимо перпендикуляр на вiсь абсцис в точку D.
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Тодi iз малюнку зрозумiло, що сектор AOB мiститься в трикутнику AOC

i цей сектор мiстить у собi трикутник AOB. Тому для площ S4AOB три-

кутника AOB, Ŝ сектора AOB i S4AOC трикутника AOC справедлива

наступна нерiвнiсть:

S4AOB < Ŝ < S4AOC . (3)

Маємо: S4AOB = 1
2 · |OA| · |BD|, S4AOC = 1

2 · |OA| · |AC| i

Ŝ = 1
2 · |AO| · `(AB) = 1

2x (оскiльки |AO| = 1, а довжина `(AB) дуги

кола дорiвнює добутку радiуса на величину кута, виражену в радiанах,

на який опирається ця дуга). Далi, |BD| = sinx, тому лiва нерiвнiсть в

(3) набуває вигляду 1
2 sinx <

1
2x, або sinx < x. Права нерiвнiсть в (3) має

такий вигляд: 1
2x <

1
2 |AC| = 1

2 tg x, тобто x < tg x. Тим самим доведенi

нерiвностi (1) i (2).

Iз (1) отримуємо, що sin x
x < 1

(
0 < x < π

2

)
, а з (2) випливає, що cosx <

sin x
x

(
0 < x < π

2

)
. Отже,

cosx <
sinx

x
< 1

(
0 < x <

π

2

)
.

Звiдси, оскiльки sin x
2 <

x
2 , випливає:

0 < 1− sinx

x
< 1− cosx = 2 sin2 x

2
<
x2

2
.

Наостанок,

0 < 1− sinx

x
<
x2

2

(
0 < x <

π

2

)
.

Враховуючи ще, що функцiя sin x
x

парна, для −π
2
< x < 0 отримуємо

1− sinx

x
= 1− sin(−x)

(−x) <
(−x)2

2
=
x2

2

i

1− sinx

x
= 1− sin(−x)

(−x) > 0.

Таким чином, нерiвнiсть

0 < 1− sinx

x
<
x2

2
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справедлива для всiх x, таких, що 0 < |x| < π
2 . Застосовуючи до цiєї

нерiвностi теорему про три границi, отримуємо

lim
x→0

(
1− sinx

x

)
= 0,

а це рiвносильно тому, що

lim
x→0

sinx

x
= 1.

3.3 Одностороннi та нескiнченнi границi, границi

на нескiнченностi

Нехай функцiя f визначена на iнтервалi (a, b). Число A називається гра-

ницею справа функцiї f в точцi a, якщо для будь-якого ε > 0 iснує

таке δ > 0, що для всiх x, якi задовольняють умову a < x < a + δ,

справедлива нерiвнiсть |f(x) − A| < ε. Це записують наступним чином:

f(a+ 0) = lim
x→a+0

f(x) = A.

Аналогiчно означається границя f(b− 0) = lim
x→b−0

f(x) функцiї f злiва

в точцi b.

Можна сформулювати цi означення в термiнах послiдовностей. На-

приклад, число B називається границею злiва функцiї f в точцi b, якщо

будь-яка послiдовнiсть {xn} точок iз (a, b), що прямує до b, породжує

вiдповiдну послiдовнiсть значень функцiї {f (xn)}, яка прямує до B.

Нехай функцiя f визначена в проколотому околi U точки a. Кажуть,

що границя функцiї f при x, що прямує до a, дорiвнює +∞ (або f прямує

до +∞ при x, що прямує до a), якщо для будь-якого E > 0 знайдеться

таке δ > 0, що для всiх x, якi задовольняють умову 0 < |x − a| < δ,

справедлива нерiвнiсть f(x) > E. Позначають це так: lim
x→a

f(x) = +∞.

Аналогiчно, lim
x→a

f(x) = −∞, якщо для будь-якого E > 0 знайдеться

таке δ > 0, що для всiх x, якi задовольняють умову 0 < |x− a| < δ, спра-

ведлива нерiвнiсть f(x) < −E. Якщо ж для будь-якого E > 0 знайдеться

таке δ > 0, що для всiх x, якi задовольняють умову 0 < |x − a| < δ,

справедлива нерiвнiсть |f(x)| > E, то пишуть lim
x→a

f(x) = ∞.
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Легко бачити, що iз будь-якої з умов lim
x→a

f(x) = +∞ чи lim
x→a

f(x) =

−∞ випливає, що lim
x→a

f(x) = ∞. Разом з тим, легко навести приклад

функцiї f , такої, що lim
x→a

f(x) = ∞, але f не прямує нi до +∞, нi до −∞.

Наведенi означення нескiнченних границь легко можна сформулювати

в термiнах послiдовностей.

Нехай функцiя f визначена на пiвосi (a,+∞). Число A називається

границею функцiї f при x→ +∞, якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться

таке ∆ > 0, що для всiх x > ∆ справедлива нерiвнiсть |f(x) − A| < ε.

Позначають це так: lim
x→+∞

f(x) = A.

Сформулюємо ще кiлька означень за допомогою кванторiв:

lim
x→−∞

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0 ∃∆ > 0 : ∀x < −∆ |f(x) −A| < ε,

lim
x→∞

f(x) = A ⇔ ∀ε > 0 ∃∆ > 0 : ∀x : |x| > ∆ |f(x)−A| < ε,

f(x) → A+ 0 (x→ a− 0) ⇔

⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : a− δ < x < a A < f(x) < A+ ε.

Як i в попереднiх випадках, подiбнi означення легко можна сформулюва-

ти в термiнах послiдовностей.

Приклад 1. Покажемо, що lim
x→∞

sin x
x = 0. Справдi,

∣∣∣∣
sinx

x
− 0

∣∣∣∣ ≤
1

|x| < ε,

якщо лише |x| > ∆ = 1
ε .

Приклад 2. Доведемо, що функцiя f(x) = sinx не має границi при

x→ +∞. Для цього розглянемо двi послiдовностi: x′n = πn i x′′n = π
2 +2πn.

Обидвi цi послiдовностi прямують до +∞, але при цьому вiдповiднi послi-

довностi значень функцiї f(x′n) = sinπn = 0 → 0 i f(x′′n) = sin
(
π
2 + 2πn

)
=

1 → 1. Звiдси випливає, що функцiя не має границi при x→ +∞.

Приклад 3. Якщо f(x) = signx, то, очевидно, маємо lim
x→+∞

signx = 1,

lim
x→−∞

sign x = −1. В той же час, f не має границi при x → ∞. Справдi,

для доведення достатньо розглянути послiдовностi x′n = n i x′′n = −n.
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3.4 Асимптоти

Вертикальна асимптота. Кажуть, що в декартовiй системi коор-

динат вертикальна пряма l = {(x, y) : x = x0, y ∈ R} є вертикальною

асимптотою графiка функцiї y = f(x), якщо принаймнi одна iз односто-

роннiх границь lim
x→x0±0

f(x) дорiвнює +∞ чи −∞.

Похила асимптота. Пряму l = {(x, y) : y = kx+b, x ∈ R} називають

похилою асимптотою графiка функцiї y = f(x) на +∞, якщо

lim
x→+∞

(f(x) − (kx+ b)) = 0.

Щоб дослiдити функцiю на наявнiсть такої асимптоти (тобто з’ясувати

чи iснують такi числа k i b) необхiдно i достатньо обчислити наступнi

границi (у вказаному порядку)

k = lim
x→+∞

f(x)

x
, b = lim

x→+∞
(f(x) − kx).

Якщо принаймнi однiєї з цих границь не iснує (скiнченної), то функцiя

не має асимптоти на +∞.

Аналогiчно означаються i знаходяться асимптоти функцiї на −∞.

3.5 Критерiй Кошi

Зараз мова йтиме про iснування скiнченної границi.

Для послiдовностей ми вiдзначали критерiй Кошi, який полягає у то-

му, що збiжнiсть послiдовностi рiвносильна її фундаментальностi. Ана-

логiчне твердження справедливе i для границь функцiй.

Теорема (критерiй Кошi). Нехай функцiя f визначена в проколо-

тому околi U точки a. Для того, щоб функцiя f мала скiнченну границю

при x→ a, необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого ε > 0 iснувало та-

ке δ > 0, що для всiх x′, x′′ ∈ U , якi задовольняють умову 0 < |x′−a| < δ,

0 < |x′′ − a| < δ, виконувалась нерiвнiсть |f (x′)− f (x′′)| < ε.

Аналогiчно можемо сформулювати критерiй Кошi для границь при

x → +∞, x → −∞ i x → ∞, а також одностороннiх границь. Наведемо,

наприклад, формулювання критерiю Кошi для границi при x→ +∞.
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Теорема (критерiй Кошi для випадку x→ +∞). Нехай функцiя f

визначена на пiвпрямiй (a,+∞). Для того щоб функцiя f мала скiнченну

границю при x → +∞, необхiдно i достатньо, щоб для довiльного числа

ε > 0 знайшлось таке ∆ > 0, що при будь-яких x′, x′′ > ∆ виконувалась

нерiвнiсть |f (x′) − f (x′′)| < ε.

Приклад. Довести, що функцiя f(x) = 1
x не має скiнченної границi

справа в точцi a = 0. Для доведення покажемо, що iснує таке ε0 > 0,

що для будь-якого δ > 0 знайдуться x′, x′′, якi задовольняють умову 0 <

x′ < δ, 0 < x′′ < δ, такi, що |f (x′)− f (x′′)| ≥ ε0. Покладемо ε0 = 1.

Нехай задане довiльне δ > 0. Оберемо x′ = δ
2 , x

′′ = δ
2+δ . Тодi 0 < x′ <

δ, 0 < x′′ < δ, але |f (x′)− f (x′′)| =
∣∣2
δ −

(
2
δ + 1

)∣∣ = 1 = ε0, i тим самим

завершується розгляд прикладу.

3.6 Монотоннi функцiї

Означення. Нехай −∞ ≤ a < b ≤ +∞ i функцiя f визначена на

(a, b). Функцiя f називається монотонно зростаючою (спадною) на (a, b),

якщо для будь-яких x, y ∈ (a, b), таких, що x < y, справедлива нерiвнiсть

f(x) ≤ f(y) (f(x) ≥ f(y)).

Якщо в даному означеннi нестрогi нерiвностi замiнити строгими, то

отримаємо означення строго зростаючої (спадної) функцiї.

Для монотонної послiдовностi ми вiдзначали критерiй збiжностi, який

полягає в тому, що збiжнiсть монотонної послiдовностi еквiвалентна обме-

женостi цiєї послiдовностi (зверху для зростаючої i знизу для спадної по-

слiдовностi). Вiдповiднi твердження справедливi i для функцiй.

Теорема. Нехай −∞ < a < b < +∞ i функцiя f монотонно зро-

стає на (a, b). Якщо f обмежена зверху на (a, b), то iснує скiнченна

lim
x→b−0

f(x). Якщо ж f необмежена зверху, то lim
x→b−0

f(x) = +∞.

Аналогiчно, якщо f зростає на (a,+∞), то

1) якщо f обмежена зверху, то iснує скiнченна lim
x→+∞

f(x);

2) якщо f необмежена зверху, то lim
x→+∞

f(x) = +∞.
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Подiбним чином можна сформулювати аналоги наведеної теореми для

правої границi функцiї в точцi a для скiнченного a i для a = −∞.

Наслiдок. Якщо функцiя f монотонна на iнтервалi (a, b), то в ко-

жнiй точцi цього iнтервалу вона має скiнченнi лiву та праву границi.

3.7 Замiна змiнної у границях

Теорема. Нехай функцiя f визначена в проколотому околi U точки

x0, а функцiя g визначена в проколотому околi V точки t0 i така, що для

всiх t ∈ V значення x = g(t) належить до U i lim
t→t0

g(t) = x0, lim
x→x0

f(x) =

A. Тодi lim
t→t0

f(g(t)) = A.

Сенс цiєї теореми в тому, що якщо lim
x→x0

f(x) = A, то, вважаючи x за-

лежною змiнною (x = g(t)) i такою, що lim
t→t0

g(t) = x0, ми отримуємо те ж

саме значення lim
t→t0

f(g(t)) = A. Iнакше кажучи, при обчисленнi границi

lim
t→t0

f(g(t)) можна виконувати замiну x = g(t) i (за виконанням вiдпо-

вiдних умов, тобто lim
t→t0

g(t) = x0, g(t) 6= x0) обчислювати lim
x→x0

f(x). Цi

границi однаковi.

Приклад. Обчислити lim
t→0

n
√
1+t−1
t , де n ∈ N.

Покладемо t = xn − 1, тобто вважаємо, що f(g(t)) =
n
√
1+t−1
t , де x =

g(t) = n
√
1 + t, а f(x) = x−1

xn−1 . Тодi умова t → t0 = 0 рiвносильна тому,

що x → x0 = 1, а задана границя, згiдно з умовою теореми про замiну

змiнної, дорiвнює такiй границi lim
x→1

x−1
xn−1 . Обчислимо

lim
x→1

x − 1

xn − 1
= lim

x→1

x − 1

(x − 1) (xn−1 + xn−2 + . . . + x+ 1)
=

= lim
x→1

1

xn−1 + xn−2 + . . . + x+ 1
=

1

n
.

Тому i lim
t→0

n
√
1+t−1
t = 1

n .
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3.8 Частиннi границi. Верхня та нижня границi

функцiй

Означення. Нахай функцiя f визначена в проколотому околi U то-

чки a. Число A (скiнченне, +∞ чи −∞) називається частинною границею

функцiї f в точцi a, якщо iснує така послiдовнiсть {xn} (xn ∈ U, xn →
a (n→ ∞), xn 6= a), що f (xn) → A (n→ ∞).

Кожна функцiя, яка визначена в проколотому околi U точки a, має

частиннi границi. Справдi, якщо функцiя f обмежена в деякому проко-

лотому околi ∆ ⊂ U точки a, то для будь-якої послiдовностi {xn} (xn ∈
U, xn → a (n→ ∞), xn 6= a), починаючи з деякого номера xn ∈ ∆, i, отже,

{f (xn)} – обмежена послiдовнiсть. За лемою Больцано – Вейєрштрасса,

iз обмеженої послiдовностi {f (xn)} можна вилучити збiжну пiдпослiдов-

нiсть {f (xnk
)}, тобто у функцiї f буде iснувати скiнченна частинна гра-

ниця. Якщо ж f необмежена в будь-якому проколотому околi точки a, то

вона необмежена або зверху, або знизу. Якщо, наприклад, f необмежена

зверху, то, обираючи послiдовнiсть xn ∈
((
a− 1

n , a +
1
n

)
\ {a}

)
∩U так, що

f (xn) > n, отримаємо, що xn → a i f (xn) → +∞, тобто +∞ є частин-

ною границею функцiї f в точцi a. Аналогiчно бачимо, що у необмеженої

знизу функцiї −∞ є її частинною границею.

Отже, у множинi R для будь-якої функцiї f множина її частинних

границь непорожня.

Означення. Найбiльша iз усiх частинних границь функцiї f в точцi a

називається верхньою границею в точцi a i позначається lim
x→a

f(x). Най-

менша iз усiх частинних границь функцiї f в точцi a називається нижньою

границею в точцi a i позначається lim
x→a

f(x).

Приклад. Нехай f(x) = sin 1
x (x 6= 0), a = 0. Сукупнiсть усiх частин-

них границь цiєї функцiї в точцi 0 – це вiдрiзок [−1, 1]. Справдi, для будь-

якого числа A ∈ [−1, 1] легко побудувати послiдовнiсть {xn} , xn → 0,

таку, що sin 1
xn

→ A (n → ∞). Також легко бачити, що коли число

A /∈ [−1, 1], то воно не є частинною границею функцiї sin 1
x в точцi 0.
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Таким чином, lim
x→0

sin 1
x = −1 i lim

x→0
sin 1

x = 1.

Як i для послiдовностей, справедлива наступна теорема.

Теорема. Для того, щоб функцiя f мала в точцi a границю, яка

дорiвнює A (скiнченну, +∞ чи −∞), необхiдно i достатньо, щоб вико-

нувалась рiвнiсть

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

f(x) = A.

Аналогiчно можна навести поняття частинних, верхньої i нижньої гра-

ниць для випадку a = +∞, a = −∞, a = ∞ та вiдповiдну теорему про

iснування границi.

Контрольнi питання

1. Елементарнi функцiї та їх графiки. Операцiї над графiками. Обер-

ненi функцiї.

2. Границi функцiй та їх властивостi.

3. Перша визначна границя та наслiдки з неї.

4. Одностороннi та нескiнченнi границi. Границi на нескiнченностi.

5. Асимптоти.

6. Критерiй Кошi.

7. Монотоннi функцiї та їх границi.

8. Частиннi границi, верхня та нижня границi.



Роздiл 4. Неперервнi функцiї

4.1 Означення та приклади

Означення. Нехай функцiя f визначена на iнтервалi (a, b) i точка

x0 ∈ (a, b). Кажуть, що функцiя f неперервна в точцi x0, якщо

lim
x→x0

f(x) = f (x0) .

Зауваження. На вiдмiну вiд означення границi функцiї f в точцi x0,

тут ми вимагаємо, щоб функцiя f була визначеною не лише в проколотому

околi точки x0, а в цiлому околi точки x0. Крiм того, lim
x→x0

f(x) не просто

iснує, а дорiвнює визначеному значенню, а саме, f (x0).

Використовуючи означення границi функцiї за Кошi, означення непе-

рервностi функцiї f в точцi x0 в кванторах можна записати наступним

чином:

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ∀x ∈ (a, b) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f (x0)| < ε.

У цьому означеннi можна не вимагати умови |x− x0| > 0, оскiльки при

|x− x0| = 0 нерiвнiсть |f(x)− f (x0)| < ε, очевидно, виконана.

Оскiльки величина lim
x→x0

f(x) залежить лише вiд тих значень, якi фун-

кцiя f набуває у довiльно малому околi точки x0, то неперервнiсть – це

локальна властивiсть функцiї.

Застосовуючи означення границi функцiї за Гейне, означення непе-

рервностi можна сформулювати так.

Означення. Функцiя f , яка визначена на iнтервалi (a, b), називається

неперервною в точцi x0 ∈ (a, b), якщо будь-яка послiдовнiсть аргумен-

тiв {xn} (xn ∈ (a, b), xn → x0) породжує послiдовнiсть значень функцiї

{f (xn)}, яка прямує до f (x0).

58



Неперервнi функцiї 59

Застосовуючи поняття односторонньої границi (тобто границi злiва

або справа) в точцi x0, можна надати означення неперервностi злiва (спра-

ва) в точцi x0. А саме, функцiя f називається неперервною злiва (справа)

в точцi x0, якщо lim
x→x0−0

f(x) = f (x0) ( lim
x→x0+0

f(x) = f (x0)). При цьому в

означеннi неперервностi злiва достатньо вважати, що функцiя f визначе-

на лише в в лiвому пiвоколi точки x0, тобто на (a, x0], а для неперервностi

справа – на [x0, b).

Легко бачити, що справедливе наступне

Твердження. Для того щоб функцiя f була неперервною в точцi x0,

необхiдно i достатньо, що f була неперервною як злiва, так i справа в

точцi x0.

Означення. Функцiя f , яка визначена на iнтервалi (a, b), називається

розривною в точцi x0 ∈ (a, b), якщо f не є неперервною в цiй точцi.

Таким чином, функцiя f є розривною в точцi x0, якщо виконуються

одна з двох наступних умов:

1. або не iснує lim
x→x0

f(x);

2. або границя lim
x→x0

f(x) iснує, але вона не дорiвнює f (x0).

Приклад 1. f(x) ≡ C = Const. Ця функцiя неперервна в кожнiй

точцi x0 ∈ R, оскiльки |f(x)− f (x0)| = 0 для будь-якого x ∈ R.

Приклад 2. f(x) = x2, −∞ < x < +∞, x0 ∈ R. Задамо ε > 0. Тодi з

нерiвностi
∣∣x2 − x20

∣∣ ≤ (|x| + |x0|) |x− x0| ≤ ((|x0| + 1) + |x0|) |x− x0|

випливає, що при |x − x0| < δ = min
(
1, ε

2|x0|+1

)
справедлива нерiвнiсть∣∣x2 − x20

∣∣ < ε, тобто lim
x→x0

x2 = x20, а отже, функцiя f(x) = x2 неперервна

в кожнiй точцi x0 ∈ R.

Приклад 3. f(x) =
√
x, 0 ≤ x < +∞. Якщо x0 ∈ (0,+∞), то

∣∣√x −√
x0
∣∣ = |x− x0|√

x+
√
x0

≤ 1√
x0

|x− x0| < ε,

якщо лише |x − x0| < δ ≡ √
x0 · ε. Таким чином, функцiя f(x) =

√
x

неперервна в кожнiй точцi x0 > 0. В точцi x0 = 0 можна ставити питання
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лише про неперервнiсть справа. Маємо
∣∣√x−

√
0
∣∣ = √

x < ε, якщо лише

0 ≤ x < δ ≡ ε2. Отже, lim
x→0+

√
x = 0 =

√
0, тобто функцiя f(x) =

√
x

неперервна справа в точцi 0.

Приклад 4. f(x) = sinx, −∞ < x < +∞. Нехай x0 ∈ R. Тодi

|sin x− sinx0| =
∣∣∣∣2 cos

x+ x0
2

sin
x− x0

2

∣∣∣∣ ≤

≤ 2

∣∣∣∣sin
x− x0

2

∣∣∣∣ ≤ |x− x0| ,

де остання нерiвнiсть в цьому ланцюжку випливає iз вiдзначеної ранiше

нерiвностi | sin t| ≤ |t|. Тодi при |x− x0| < δ ≡ ε справедлива нерiвнiсть

|sinx− sinx0| < ε, тобто функцiя f(x) = sinx неперервна в кожнiй точцi

x0 ∈ R.

Аналогiчно показуємо, що функцiя f(x) = cosx неперервна в кожнiй

точцi x0 ∈ R.

Приклад 5. f(x) = x · sin 1
x при x 6= 0 i f(0) = 0. Покажемо, що

функцiя f неперервна в точцi x0 = 0. Маємо f(0) = 0 i

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x sin
1

x
= 0

(оскiльки |f(x)− 0| =
∣∣x sin 1

x

∣∣ ≤ |x| < ε, якщо лише |x− 0| = |x| < δ ≡ ε).

Отже, lim
x→0

f(x) = f(0), i тому f неперервна в точцi 0. Зауважимо, що

якби ми поклали f(0) = A 6= 0, то отримали б

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x sin
1

x
= 0 6= A = f(0),

тобто така функцiя стала б розривною в точцi 0.

Приклад 6. f(x) = signx, x ∈ R. Якщо x0 6= 0, то функцiя f стала в

деякому околi точки x0 i, отже, неперервна в цiй точцi. Якщо ж x0 = 0,

то не iснує границi функцiї f при x → 0. Отже, функцiя f розривна в

точцi 0. Крiм того, lim
x→0+

sign x = 1, lim
x→0−

signx = −1, sign 0 = 0, i тому

функцiя signx розривна в точцi 0 як злiва, так i справа.
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Приклад 7. Розглянемо функцiю Дiрiхле

D(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ R \Q.

Нехай x0 ∈ R. Покажемо, що не iснує границi функцiї D при x→ x0. Для

цього оберемо послiдовнiсть {x′n} вiдмiнних вiд x0 рацiональних чисел,

яка прямує до x0. Тодi D (x′n) = 1 i, отже, lim
n→∞

D (x′n) = 1. Якщо ж взя-

ти послiдовнiсть {x′′n} вiдмiнних вiд x0 iррацiональних чисел, яка прямує

до x0, то отримаємо, що D (x′′n) = 0 i тому lim
n→∞

D (x′′n) = 0. За означен-

ням границi функцiї за Гейне отримуємо, що функцiя D не має границi

в точцi x0. Оскiльки x0 ∈ R – довiльна точка, то це означає, що функцiя

Дiрiхле розривна в кожнiй точцi.

4.2 Класифiкацiя точок розриву

Припустимо, що функцiя f неперервна в точцi x0. Це означає, що iснує

границя lim
x→x0

f(x) i вона дорiвнює f (x0). Якщо ж ми змiнимо значення

функцiї f лише в однiй точцi x0, то lim
x→x0

f(x) буде iснувати, як i ранiше

(вона не залежить вiд значення f (x0)), але при цьому рiвнiсть lim
x→x0

f(x) =

f (x0) стане порушеною. У цьому випадку кажуть, что отримана функцiя

буде мати усувний розрив. Отже, точка x0 називається точкою усувного

розриву функцiї f , якщо iснує lim
x→x0

f(x), але вона не дорiвнює f (x0).

Нехай функцiя f визначена в деякому проколотому околi точки x0.

Нагадаємо, що одностороннi границi ми позначали через f (x0 + 0) =

lim
x→x0+0

f(x), f (x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x) (звичайно, якщо цi границi iснують).

У цих термiнах критерiй iснування границi функцiї f в точцi x0 полягає

в тому, що f (x0 − 0) = f (x0 + 0), а необхiдною i достатньою умовою не-

перервностi функцiї f в точцi x0 є наступна рiвнiсть:

f (x0 − 0) = f (x0) = f (x0 + 0) . (4)

Якщо ж функцiя f не є неперервною в точцi x0, то це означає, що

a) або всi значення, якi входять до рiвностi (4) iснують, але порушена

принаймнi одна iз двох рiвностей в (4);



62 Роздiл 4

b) або не iснує (скiнченного) принаймнi одного з двох значень f (x0 − 0)

чи f (x0 + 0).

У випадку a) точку x0 назвемо точкою розриву першого роду, а у

випадку b) – точкою розриву другого роду. Таким чином, приходимо до

наступних означень.

Означення 1. Точка x0 називається точкою розриву I роду, якщо

iснують скiнченнi границi f (x0 − 0) i f (x0 + 0), але принаймнi одна з них

не дорiвнює f (x0).

Зокрема, точка усувного розриву є точкою розриву I роду, оскiль-

ки якщо x0 – точка усувного розриву, то iснує lim
x→x0

f(x) = f (x0 − 0) =

f (x0 + 0), але вона не дорiвнює f (x0). Якщо ж f (x0 − 0) 6= f (x0 + 0)

(обидвi границi iснують), то яким би не було б значення f (x0), точка x0

буде точкою розриву I роду. У цьому випадку кажуть, що функцiя f має

стрибок в точцi x0, а величину f (x0 + 0)−f (x0 − 0) називають стрибком

f в точцi x0.

Означення 2. Точка x0 називається точкою розриву II роду фун-

кцiї f , якщо не iснує принаймнi однiєї з двох границь f (x0 − 0) чи f (x0 + 0).

Приклад 1. f(x) = | signx|. В точцi x0 = 0 у функцiї f усувний

розрив, оскiльки lim
x→0

| sign x| = 1 6= 0 = | sign 0|.

Приклад 2. f(x) = sign x. Ця функцiя f в точцi x0 = 0 має розрив

I роду, оскiльки одностороннi границi f (x0 − 0) = −1 i f (x0 + 0) = 1

iснують, але вони не дорiвнюють sign 0 = 0. Крiм того, в точцi 0 функцiя

f має стрибок, який дорiвнює f (x0 + 0) − f (x0 − 0) = 1− (−1) = 2.

Приклад 3. f(x) = sin 1
x при x 6= 0 i f(0) = 0. Оскiльки обидвi

одностороннi границi функцiї f в точцi x0 = 0 не iснують, то точка 0 є

точкою розриву II роду.

Приклад 4. f(x) = [x] – функцiя цiлої частини – найбiльше цiле

число, яке не бiльше за x. Легко бачити, що ця функцiя неперервна в

кожнiй точцi x0 /∈ Z, а в кожнiй точцi x0 ∈ Z має розрив першого роду i

неперервна справа. Стрибок в кожнiй цiлочисельнiй точцi дорiвнює 1.
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4.3 Неперервнiсть i арифметичнi операцiї

Теорема. Нехай функцiї f i g визначенi на iнтервалi (a, b) i непе-

рервнi в точцi x0 ∈ (a, b). Тодi

a) функцiя f + g неперервна в точцi x0;

b) функцiя f · g неперервна в точцi x0;

c) якщо g(x) 6= 0 на (a, b), то функцiя f
g неперервна в точцi x0.

Ця теорема є простим наслiдком вiдповiдної теореми для границь фун-

кцiй. Iз цiєї теореми та з неперервностi функцiї f(x) = x в кожнiй точцi

x0 ∈ R одразу випливає, що функцiя f(x) = xn (n ∈ N) неперервна в

кожнiй точцi x0 ∈ R. Звiдси, в свою чергу, випливає, що i многочлен

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an неперервний в кожнiй точцi, а

також i рацiональна функцiя

R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
=

a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an
b0xm + b1xm−1 + . . . + bm−1x+ bm

неперервна в кожнiй точцi областi визначення D(R). Справдi, нехай x0 ∈
D(R). Тодi Qm (x0) 6= 0. Оскiльки кiлькiсть дiйсних коренiв многочле-

на Qm(x) скiнченна (не бiльша за m), то можна знайти такий iнтервал

(x0 − δ, x0 + δ) (δ = min
i≥1

|x0 − xi|, де xi (i ≥ 1) – коренi Qm(x)), у якому

Qm(x) 6= 0, i застосувати теорему про неперервнiсть вiдношення.

Далi, функцiя tg x = sin x
cos x

(
x 6= π

2 + πn
)

i функцiя ctg x = cos x
sin x (x 6= πn)

неперервнi в кожнiй точцi своєї областi визначення. Це випливає iз непе-

рервностi функцiй sinx i cosx.

Теорема (про збереження знаку). Нехай функцiя f визначена на

iнтервалi (a, b) i неперервна в деякiй точцi x0 ∈ (a, b). Якщо значення

функцiї f (x0) > 0 (f (x0) < 0), то знайдеться такий окiл (x0 − δ, x0 + δ)

точки x0, що f(x) > 0 (f(x) < 0) для всiх x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

4.4 Неперервнiсть складеної функцiї (композицiї)

Теорема. Нехай функцiя g, яка визначена на iнтервалi (a, b), непе-

рервна в точцi x0 ∈ (a, b) i така, що c < g(x) < d для всiх x ∈ (a, b).
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Далi, нехай функцiя f визначена на iнтервалi (c, d) i неперервна в точцi

y0 = g (x0) ∈ (c, d). Тодi складена функцiя (композицiя) ϕ(x) = f(g(x))

неперервна в точцi x0 ∈ (a, b).

Приклад. Нехай f(x) = sin 1
x (x 6= 0). Оскiльки функцiя sin y непе-

рервна в кожнiй точцi y0 ∈ R, а функцiя 1
x неперервна в кожнiй точцi

x0 6= 0, то складена функцiя sin 1
x , за наведеною теоремою, неперервна в

кожнiй точцi x0 ∈ R \ {0}.

4.5 Неперервнiсть та розриви монотонної функцiї

Означення. Функцiя f , яка визначена на iнтервалi (a, b), називається

неперервною на цьому iнтервалi, якщо вона неперервна в кожнiй точцi

цього iнтервала. Функцiя f називається неперервною на вiдрiзку [a, b],

якщо вона неперервна на (a, b), а в точках a i b неперервна справа i злiва,

вiдповiдно.

Дослiдимо характер можливих розривiв у монотонної функцiї. А саме,

наступна теорема показує, що у монотонної функцiї не може бути точок

розриву II роду, а у внутрiшнiх точках не може бути усувних розривiв. З

iншого боку, в кiнцевих точках вiдрiзка якщо i є розрив, то вiн усувний.

Теорема 1. Нехай функцiя f монотонна на [a, b]. Тодi

1. Якщо x0 ∈ (a, b), то має мiсце одна i лише одна з двох наступних

ситуацiй:

a) f неперервна в точцi x0;

b) в точцi x0 функцiя f має неусувний розрив I роду.

2. Якщо x0 = a (x0 = b), то

a) або f неперервна справа (злiва) в точцi x0;

b) або f має в точцi x0 усувний правостороннiй (лiвостороннiй)

розрив.

Тепер поставимо питання про кiлькiсть точок розриву монотонної фун-

кцiї, яка задана на [a, b]. Може виявитись, що точок розриву у функцiї f

немає (наприклад, f(x) = x). Легко побудувати приклад монотонної фун-
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кцiї, у якої будь-який наперед заданий скiнченний набiр точок iз [a, b] буде

точками розриву, а всi iншi точки будуть точками неперервностi. Моно-

тонна функцiя може мати i нескiнченно багато точок розриву. Наприклад,

у незростаючої функцiї

f(x) =

{
1− 1

n ,
1

n+1 < x ≤ 1
n , n = 1, 2, . . . ,

1, x = 0

кожна точка виду 1
n (n = 1, 2, . . .) є точкою розриву. У цьому прикладi

множина точок розриву зчисленна. Якщо ж вiдмовитись вiд умови мо-

нотонностi, то можна навести приклад функцiї, у якої множина точок

розриву незчисленна (функцiя Дiрiхле). Природньо запитати, чи може

монотонна функцiя мати незчисленну множину точок розриву?

Означення. Множина називається не бiльше нiж зчисленною, якщо

вона порожня, скiнченна або зчисленна.

Теорема 2. Нехай функцiя f монотонна на (a, b). Тодi множина її

точок розриву не бiльше нiж зчисленна.

Нехай функцiя f монотонна на [a, b]. Тодi множина її значень E(f)

мiститься у вiдрiзку I з кiнцями f(a) i f(b), тобто E(f) ⊂ I. Наступна

теорема показує, що у випадку E(f) = I функцiя f неперервна на [a, b].

Iншими словами, якщо в областi значень монотонної функцiї немає ”дi-

рок” (промiжкiв), то така функцiя неперервна.

Теорема 3. Нехай функцiя f монотонна на [a, b] i множина її зна-

чень є вiдрiзком iз кiнцями f(a) i f(b). Тодi функцiя f неперервна на

[a, b].

Зауваження. Теорема 3 втрачає силу, якщо вiдкинути умову моно-

тонностi функцiї f . Наприклад, множина значень функцiї

f(x) =

{
−x, −1 ≤ x < 0,

x− 1, 0 ≤ x ≤ 1,

яка визначена на вiдрiзку [−1, 1], є вiдрiзком [−1, 1], але в той же час ця

функцiя розривна в точцi x0 = 0.
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Еквiвалентне формулювання теореми 3 має наступний вигляд. Якщо

монотонна функцiя f набуває усiх промiжних значень мiж f(a) i f(b),

то f неперервна на [a, b]. Далi ми покажемо, що обернене твердження

справедливе для будь-якої неперервної функцiї, навiть без припущення

монотонностi.

4.6 Властивiсть промiжних значень

Теорема Больцано – Кошi (про корiнь). Нехай функцiя f непе-

рервна на вiдрiзку [a, b] i на кiнцях цього вiдрiзка набуває значень рiзних

знакiв. Тодi iснує точка c ∈ (a, b) така, що f(c) = 0.

Наслiдок (властивiсть промiжних значень). Нехай задана не-

перервна на вiдрiзку [a, b] функцiя f . Тодi функцiя f набуває усiх зна-

чень, якi розташованi мiж f(a) i f(b). Точнiше, для будь-якого числа A,

розташованого мiж f(a) i f(b), знайдеться така точка c ∈ [a, b], що

f(c) = A.

Цей наслiдок миттєво випливає iз теореми Больцано – Кошi, якщо

застосувати її до функцiї g(x) = f(x)−A.

Обернене до цього наслiдку твердження хибне. У цьому легко переко-

натись на прикладi функцiї

f(x) =

{
x, x − рацiональне,

1− x, x − iррацiональне,

яка визначена на вiдрiзку [0, 1]. Якщо ж функцiя f монотонна на [a, b], то,

як показує теорема 3, цей наслiдок можна обернути. Таким чином, iз те-

ореми 3 i властивостi промiжних значень отримуємо наступний критерiй

неперервностi монотонної функцiї.

Теорема. Монотонна на вiдрiзку [a, b] функцiя f неперервна на цьому

вiдрiзку тодi i лише тодi, коли вона набуває усiх промiжних значень

мiж f(a) i f(b).

Приклад. Покажемо, що кожний многочлен непарного степеня має

принаймнi однин дiйсний корiнь. Нехай P2k+1(x) = a0x
2k+1+a1x

2k+ . . .+
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a2k+1, причому можемо вважати, що a0 > 0. Тодi lim
x→−∞

P2k+1(x) = −∞, а

отже, iснує таке a, що P2k+1(a) < 0. Далi, оскiльки lim
x→+∞

P2k+1(x) = +∞,

то знайдеться таке b > a, що P2k+1(b) > 0. Оскiльки многочлен P2k+1

неперервний на [a, b], то, за теоремою Больцано – Кошi, знайдеться таке

c ∈ (a, b), що P2k+1(c) = 0.

4.7 Теореми Вейєрштрасса

Ранiше ми вiдзначали, що неперервна в точцi функцiя локально обмеже-

на, тобто обмежена в деякому околi цiєї точки. Але iз локальної обмеже-

ностi в кожнiй точцi деякої множини не випливає обмеженiсть функцiї

на всiй множинi. Наприклад, функцiя f(x) = 1
x (0 < x < 1) неперервна

в кожнiй точцi x0 ∈ (0, 1) i, таким чином, локально обмежена в кожнiй

точцi (тобто для кожної точки x0 ∈ (0, 1) iснує такий окiл (x0 − δ, x0 + δ),

на якому функцiя f обмежена). Разом з тим функцiя f необмежена на

всiй множинi (0, 1).

Перша теорема Вейєрштрасса. Якщо функцiя f неперервна на вiд-

рiзку [a, b], то вона обмежена на цьому вiдрiзку.

Тепер поставимо таке запитання. Чи зобов’язана обмежена функцiя

мати найбiльше та найменше значення? Вiдповiдь, очевидно, негативна.

Наприклад, функцiя f(x) = x, що задана на (0, 1), не має найбiльшо-

го i найменшого значень на цiй множинi. Iншим прикладом може бути

функцiя дробової частини f(x) = {x} = x− [x] на вiдрiзку [0, 1].

В першому прикладi функцiя неперервна, але задана на iнтервалi. У

другому прикладi функцiя задана на вiдрiзку, але не є неперервною на

цьому вiдрiзку. Наступна теорема стверджує, що неперервна на вiдрiзку

функцiя має найбiльше та найменше значення.

Друга теорема Вейєрштрасса. Нехай функцiя f неперервна на вiд-

рiзку [a, b]. Тодi f досягає своїх точних верхньої та нижньої меж, тоб-

то iснують такi α, β ∈ [a, b], що

f(α) = sup
x∈[a,b]

f(x), f(β) = inf
x∈[a,b]

f(x).
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Iнакше кажучи, на вiдрiзку [a, b] функцiя f має найбiльше та найменше

значення

f(α) = max
x∈[a,b]

f(x), f(β) = min
x∈[a,b]

f(x).

Наслiдок iз теореми Больцано – Кошi (властивiсть промiжних зна-

чень) стверджує, що множиною значень неперервної на вiдрiзку функцiї

є промiжок. Але промiжком може бути iнтервал, вiдрiзок або напiвiнтер-

вал. Друга теорема Вейєрштрасса разом iз теоремою Больцано – Кошi

уточнюють, що це – саме вiдрiзок.

Теорема. Множиною значень неперервної на вiдрiзку функцiї є вiд-

рiзок.

4.8 Обернена функцiя

Функцiя f , яка дiє з X в Y , називається бiєктивною, якщо вона взаємно

однозначна i її область значень спiвпадає з множиною Y . Це означає, що

для кожного y ∈ Y iснує єдиний x ∈ X, такий, що y = f(x).

Нехай функцiя f : X → Y бiєктивна. Тодi кожному y ∈ Y можна

поставити у вiдповiднiсть єдиний x ∈ X, такий, що y = f(x). Тим самим

ми отримаємо нову функцiю, яка дiє з Y в X. Така функцiя називається

оберненою до функцiї f i позначається через f−1. Наприклад, f(x) = x3

дiє iз R в R i бiєктивна. Тодi f−1(y) = 3
√
y. Iнша функцiя f(x) = x2, яка дiє

iз R в [0,+∞), не є бiєктивною, i тому не можна говорити про обернену

функцiю. Якщо ж ми розглянемо функцiю f1 : [0,+∞) → [0,+∞), яка

дiє за правилом f1(x) = x2, то така така функцiя вже є бiєктивною, i

тому у неї є обернена f−1
1 (y) =

√
y. У цьому прикладi ми користуємось

поняттям звуження, тобто функцiю ми розглядаємо не на всiй можливiй

областi визначення, де формула, яка означає функцiю, визначена, а лише

на деякiй частинi цiєї областi визначення. Надамо означення.

Означення. Нехай функцiя f : X → Y , i множина A ⊂ X. Кожнiй

точцi x ∈ A поставимо у вiдповiднiсть y = f(x) ∈ Y . Тодi отримаємо нову

функцiю, визначену на множинi A, яку назвемо звуженням функцiї f на
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множину A, i будемо позначати це звуження через f |A.

У розглянутому вище прикладi f(x) = x2 функцiя не була взаємно

однозначною на R. В той же час, звуження f1 = f |[0,+∞) – взаємно

однозначна функцiя, i тому iснує обернена функцiя.

Розглянемо питання про iснування оберненої функцiї i ї ї властивостi.

Якщо обернену функцiю вдається виразити явно (як у розглянутих ви-

ще прикладах), то властивостi оберненої функцiї можуть бути вивченi

безпосередньо, Але це не завжди можна зробити. Наприклад, функцiя

f(x) = x + 1
2 sinx взаємно однозначна, але виразити обернену функцiю

досить складно. Ми хочемо дослiдити деякi властивостi оберненї фун-

кцiї f−1, не знаючи її явного зображення.

Нехай функцiя f визначена на [a, b]. Очевидно, що коли f строго моно-

тонна на [a, b], то вона взаємно однозначна. Обернене твердження хибне.

Наприклад, функцiя

f(x) =

{
−x, −1 ≤ x < 0,

x− 1, 0 ≤ x ≤ 1,

очевидно, взаємно однозначна, але не є монотонною на [−1, 1]. Але можна

показати, що коли функцiя взаємно однозначна i неперервна, то вона

строго монотонна.

Надалi через 〈α, β〉 будемо позначати вiдрiзок iз кiнцями α i β (при

цьому нерiвнiсть α < β не є обов’язковою).

Теорема (про обернену функцiю). Нехай функцiя f строго моно-

тонна i неперервна на вiдрiзку [a, b]. Тодi обернена функцiя f−1 також

строго монотонна i неперервна на вiдрiзку 〈f(a), f(b)〉.

Приклад 1. Арксинус. Функцiя f(x) = sinx (−∞ < x < +∞) не є

взаємно однозначною. Розглянемо звуження цiєї функцiї на
[
−π

2 ,
π
2

]
. Це

звуження – неперервна i строго зростаюча функцiя. Тому iснує обернена

функцiя, неперервна i строго зростаюча.

Арксинусом називається функцiя, обернена до звуження функцiї sinx

на
[
−π

2 ,
π
2

]
, i позначається через arcsinx. Вона визначена на [−1, 1], обла-

стю значень має
[
−π

2 ,
π
2

]
, строго зростає i неперервна на [−1, 1].
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Приклад 2. Арккосинус. Функцiя f(x) = cosx (−∞ < x < +∞)

не є взаємно однозначною. Розглянемо звуження цiєї функцiї на [0, π].

Це звуження – неперервна i строго спадна функцiя. Тому iснує обернена

функцiя, неперервна i строго спадна.

Арккосинусом називається функцiя, обернена до звуження функцiї

cosx на [0, π], i позначається через arccosx. Вона визначена на [−1, 1], ї ї

область значень – вiдрiзок [0, π], строго спадає i неперервна на [−1, 1].

Приклад 3. Арктангенс и арккотангенс. Арктангенсом назива-

ється функцiя, обернена до звуження функцiї tg x на
(
−π

2 ,
π
2

)
, i позна-

чається через arctg x. Функцiя arctg x неперервна i строго зростає на

(−∞,+∞), область її значень – iнтервал
(
−π

2 ,
π
2

)
.

Арккотангенсом називається функцiя, обернена до звуження функцiї

ctg x на (0, π), i позначається через arcctg x. Функцiя arcctg x неперервна

i строго спадна на (−∞,+∞), область її значень – iнтервал (0, π).

Вправа. Побудуйте графiки означених вище обернених тригономе-

тричних функцiй y = arcsinx, y = arccosx, y = arctg x i y = arcctg x.

4.9 Показникова, логарифмiчна та степенева

функцiї

Показникова функцiя. Нехай a ∈ R, a > 0, n ∈ N. Покладаємо

an = a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n

. Вiдомо, що для будь-якого a > 0 i n ∈ N iснує єдине

b > 0 таке, що bn = a. Позначається це число через b = n
√
a. Покладемо за

означенням a
1
n = n

√
a. Далi, нехай рацiональне число r > 0. Тодi r = m

n ,

де m,n – натуральнi числа. Покладаємо за означенням ar =
(
a

1
n

)m
.

Далi, покладаємо за означенням a0 = 1 i ar = 1
a−r при рацiонально-

му r < 0. Таким чином, ми отримали означення рацiонального степеня

дiйсного числа a > 0.

Нехай тепер a > 0 i довiльне дiйсне x. Оберемо деяку послiдовнiсть

рацiональних чисел {rn}, яка збiгається до x. Можна показати, що по-

слiдовнiсть {arn} також має границю, яку ми i позначимо через ax. Але
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таких послiдовностей рацiональних rn → x безлiч. Можна показати, що

означене таким чином значення ax є коректним, тобто воно не залежить

вiд послiдовностi рацiональних чисел {rn}, яка збiгається до x. Iнакше

кажучи, для означення ax можа обрати будь-яку послiдовнiсть рацiональ-

них чисел, яка збiгається до x. Значення ax не залежить вiд вибору цiєї

послiдовностi. Отже, для a > 0 кожному x ∈ R поставлено у вiдповiднiсть

число ax, тобто ми отримуємо функцiю f(x) = ax, яка визначена на R.

Виходячи iз властивостей степеней з рацiональним показником, можна

довести наступнi властивостi показникової функцiї:

1) ax > 0 (x ∈ R, a > 0);

2) ax1ax2 = ax1+x2 ;

3) (ax1)
x2 = ax1·x2 ;

4) ax > 1 (x > 0, a > 1);

5) ax1 > ax2 > 0 (x1 > x2, a > 1);

6) lim
x→+∞

ax = +∞ (a > 1);

7) lim
x→−∞

ax = 0 (a > 1);

8) ax < 1 (x > 0, 0 < a < 1);

9) ax1 < ax2 (x1 > x2, 0 < a < 1);

10) lim
x→+∞

ax = 0 (0 < a < 1);

11) lim
x→−∞

ax = +∞ (0 < a < 1);

12) функцiя f(x) = ax неперервна на (−∞,+∞);

13) lim
x→0

ax = 1 при будь-якому a > 0.

Логарифмiчна функцiя. Нехай a > 1. Тодi функцiя f(x) = ax стро-

го зростає на (−∞,+∞) i неперервна. За теоремою про обернену функцiю,

у f iснує неперервна, строго зростаюча обернена функцiя f−1, яка визна-

чена на множинi додатних чисел, а областю її значень є вся множина R.

Ця функцiя називається логарифмiчною. При 0 < a < 1 логарифмiчна

функцiя означається аналогiчно. Вона має такi ж властивостi, за виклю-

ченням того, що вона строго спадна.

Оскiльки функцiї ax i loga x взаємно оберненi, то справедливi наступнi

рiвностi:

aloga x = x (x > 0) i loga a
x = x (x ∈ R).
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Звiдси та з властивостей показникової функцiї випливають наступнi вла-

стивостi логарифмiв, у формулюваннi яких вважається, що a, b > 0, a, b 6=
1, x′, x′′, x > 0, α ∈ R:

1) loga (x
′ · x′′) = loga x

′ + loga x
′′;

2) loga
x′

x′′
= loga x

′ − loga x
′′;

3) loga x
α = α loga x;

4) loga x = logb x
logb a

.

Часто за основу показникової функцiї беруть число e. Функцiю y = ex

називають експоненцiальною. Обернену до неї функцiю, тобто логарифм

за основою e, називають натуральним логарифмом i позначають через

ln x = loge x.

Вправа. На основi означення i властивостей побудуйте графiки лога-

рифмiчної функцiї y = loga x при рiзних значеннях a > 0, a 6= 1.

Степенева функцiя з дiйсним показником. Ранiше розглядалась

степенева функцiя y = xα з цiлим показником α, а також функцiя y = n
√
x

для натуральних n.

Степеневою функцiєю з дiйсним показником α ∈ R називається фун-

кцiя xα = eα ln x, яка визначена для x > 0. Степенева функцiя неперервна,

це випливає iз неперервностi показникової та логарифмiчної функцiй i те-

ореми про неперервнiсть складеної функцiї. При α > 0 функцiя xα строго

зростає вiд 0 до +∞, а при α < 0 – строго спадає вiд +∞ до 0.

Вправа 1. На основi означення i властивостей побудуйте графiки сте-

пеневої функцiї y = xα при рiзних значеннях α.

Вправа 2. Покажiть, що при α 6= 0 оберненою до степеневої функцiї

y = xα є степенева функцiя y = x
1
α .

4.10 Друга визначна границя

Ранiше було показано, що послiдовнiсть xn =
(
1 + 1

n

)n
збiгається i її гра-

ницю позначили через e, тобто lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e. Другою визначною гра-
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ницею називають наступну границю:

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e,

або, що те ж саме,

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

Наслiдок 1.

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

Наслiдок 2.

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a (a > 0).

Наслiдок 3.

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α (α ∈ R).

4.11 Порiвняння логарифмiчної, степеневої та

показникової функцiй

Справедливi наступнi рiвностi

1) lim
x→+∞

xα

ax
= 0 (α > 0, a > 1);

2) lim
x→+∞

loga x

xα
= 0 (a > 1, α > 0).

Перша з цих рiвностей означає, що за зазначеними умовами при x →
+∞ будь-яка показникова функцiя прямує до нескiнченностi швидше по-

рявняно з будь-якою степеневою функцiєю. Друга рiвнiсть означає, що

при x → +∞ степенева функцiя прямує до нескiнностi швидше за будь-

яку логарифмiчну функцiю.

Рiвнiсть 2) можна переписати у такому еквiвалентному виглядi:

3) lim
x→0+

loga x

xα
= 0 (0 < a < 1, α < 0).

Ця рiвнiсть означає, що за зазначеними параметрами логарифмiчна фун-

кцiя при x → 0+ прямує до нескiнченностi повiльнiше, нiж степенева

функцiя.
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4.12 Еквiвалентнi функцiї. Символи Ландау

Означення. Нехай функцiї f i g вiдмiннi вiд нуля в проколотому око-

лi точки x0 (яка може дорiвнювати +∞, −∞ чи ∞). Кажуть, що функцiї

f i g еквiвалентнi при x → x0, якщо lim
x→x0

f(x)
g(x) = 1. Позначають це так:

f(x) ∼ g(x) (x→ x0).

В термiнах цього означення знайденi ранiше границi можна перепи-

сати наступним чином (всi спiввiдношення формулюються для випадку

x→ 0):

sinx ∼ x, tg x ∼ x,

1− cosx ∼ 1

2
x2, arcsinx ∼ x,

arctg x ∼ x, ax − 1 ∼ x · ln a,

loga(1 + x) ∼ x

ln a
, (1 + x)α − 1 ∼ α · x.

Цi спiввiдношення залишаться справедливими, якщо в них замiсть x за-

писати будь-яку вiдмiнну вiд нуля функцiю ϕ(x), яка прямує до нуля

при x → x0. Наприклад, sinx2 ∼ x2 (x → 0), tg 1
x ∼ 1

x (x → ∞),

tg sin(x − 1)2 ∼ sin(x − 1)2 ∼ (x − 1)2 (x→ 1).

Теорема (застосування еквiвалентних функцiй до обчислення

границь). Нехай f(x) ∼ f1(x) i g(x) ∼ g1(x) при x → x0 i нехай iснує

lim
x→x0

f1(x)
g1(x)

= A. Тодi iснує lim
x→x0

f(x)
g(x) = A.

Ця теорема означає, що при обчисленнi границь множники у добутках

та вiдношеннях можна замiнювати еквiвалентними. При цьому iснування

границi та її величина не змiнюються.

Приклад.

lim
x→0

arcsinx · (ex − 1)

1− cosx
= lim

x→0

x · x
x2

2

= 2.

Порiвняння нескiнченно великих та нескiнченно малих. Сим-

волами Ландау називаються символи o i O. Надамо означення.
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Означення. Нехай функцiї f i g визначенi в проколотому околi то-

чки x0 (скiнченної або нескiнченної) i g(x) 6= 0. Кажуть, що f(x) є o-

малою вiдносно g(x) при x→ x0, якщо lim
x→x0

f(x)
g(x) = 0. Позначають це так:

f(x) = o(g(x)) (x→ x0).

Якщо f(x) → 0, g(x) → 0 i f(x) = o(g(x)) при x → x0, то кажуть,

що f(x) є нескiнченно малою бiльш високого порядку порiвняно з g(x)

при x → x0. Якщо ж функцiї f(x) → ∞, g(x) → ∞ i f(x) = o(g(x)) при

x → x0, то кажуть, що g(x) прямує до нескiнченностi швидше нiж f(x)

при x→ x0. Наприклад, sinx2 = o(x) (x→ 0), tg3 x·sin 1
x = o

(
x2
)
(x→ 0).

Означення. Нехай функцiї f i g визначенi в проколотому околi x0

(скiнченного чи нескiнченного) i g(x) 6= 0. Кажуть, що f(x) є O-великим

вiдносно g(x) при x→ x0, якщо iснує такоий проклотий окiл Uδ точки x0,

що для всiх x ∈ Uδ справедлива нерiвнiсть |f(x)| ≤ c · |g(x)|, де стала c

не залежить вiд x (але може залежати вiд околу Uδ). Позначають це так:

f(x) = O(g(x)) (x→ x0).

Наприклад,

x2 + 2x3 = O
(
x2
)
(x→ 0) , x2 + 2x3 = O

(
x3
)
(x→ ∞) .

Теорема. Нехай iснує lim
x→x0

∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣ = K, де 0 ≤ K < +∞. Тодi f(x) =

O(g(x)).

Теорема (критерiй еквiвалентностi функцiй). Для того щоб вiд-

мiннi вiд нуля функцiї f i g були еквiвалентними, необхiдно i достатньо,

щоб виконувалась рiвнiсть f(x) = g(x) + o(g(x)) (x→ x0).

Використовуючи цю теорему, набiр еквiвалентних функцiй, який ми

виписали ранiше, можна переписати у наступному виглядi (всюди x→ 0):

sinx = x + o(x), tg x = x+ o(x),

1− cosx =
1

2
x2 + o(x2), arcsinx = x+ o(x),

arctg x = x+ o(x), ax − 1 = x ln a+ o(x),
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loga(1 + x) =
x

ln a
+ o(x), (1 + x)α − 1 = α · x+ o(x).

За допомогою цiєї таблицi можна обчислювати границi. Покажемо це на

прикладах.

Приклад 1.

lim
x→0

ex − 3
√
1 + x

2 arctg x − arcsinx
= lim

x→0

ex − 1−
(

3
√
1 + x − 1

)

2 arctg x− arcsinx
=

= lim
x→0

x+ o(x) −
(
1
3x + o(x)

)

2 (x+ o(x)) − (x+ o(x))
=

= lim
x→0

2
3x + o(x)

x + o(x)
= lim

x→0

2
3 + o(x)

x

1 + o(x)
x

=
2

3
.

Приклад 2. Розкриття неозначеностi [1∞]. Нехай функцiї α(x) 6= 0

i α(x) → 0, β(x) → ∞ (x→ x0). Тодi, за неперервнiстю показникової

функцiї,

lim
x→x0

(1 + α(x))β(x) = lim
x→x0

eβ(x) ln(1+α(x)) = e
lim

x→x0
β(x)(α(x)+o(α(x)))

.

Якщо iснує lim
x→x0

α(x) · β(x) = A, то

lim
x→x0

β(x) (α(x) + o(α(x))) = lim
x→x0

β(x) · α(x) · α(x) + o(α(x))

α(x)
=

= lim
x→x0

β(x) · α(x)
(
1 +

o(α(x))

α(x)

)
= A.

Тому

lim
x→x0

(1 + α(x))β(x) = eA.

Вправа. Нехай lim
x→x0

α(x) = 0, lim
x→x0

β(x) = ∞. Показати, що

lim
x→x0

(1 + α(x))β(x) = 0,

якщо lim
x→x0

α(x) · β(x) = −∞. Якщо ж lim
x→x0

α(x) · β(x) = +∞, то

lim
x→x0

(1 + α(x))
β(x)

= +∞.
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Контрольнi питання
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3. Властивостi неперервних функцiй.

4. Монотоннi функцiї.

5. Властивiсть промiжних значень.

6. Теореми Вейєрштрасса.

7. Показникова, логарифмiчна та степенева функцiї.

8. Друга визначна границя та наслiдки з неї.



Роздiл 5. Диференцiальне числення

5.1 Означення та елементарнi властивостi

Означення 1. Нехай функцiя f визначена на iнтервалi (a, b) i точка

x0 ∈ (a, b). Якщо iснує скiнченна границя lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

, то вона нази-

вається похiдною функцiї f в точцi x0 i позначається f ′ (x0), або df
dx (x0),

Df (x0).

Означення 2. Нехай функцiя f визначена на iнтервалi (a, b) i точка

x0 ∈ (a, b). Функцiю f назвемо диференцiйовною в точцi x0, якщо iснує

така стала A (що залежить вiд x0 i не залежить вiд x), що справедлива

рiвнiсть

f(x)− f (x0) = A (x − x0) + r(x),

де r(x) = o (x− x0) (x→ x0).

Коротше означення диференцiйовностi можна записати у наступному

виглядi:

f(x) − f (x0) = A (x− x0) + o (x − x0) (x→ x0) .

Легко бачити, що цi два означення еквiвалентнi у тому сенсi, що дифе-

ренцiйовнiсть функцiї рiвносильна iснуванню похiдної, тобто справедлива

Теорема. Функцiя f диференцiйовна в точцi x0 ∈ (a, b) тодi i лише

тодi, коли у f iснує похiдна в точцi x0 i при цьому A = f ′(x0).

Сенс диференцiйовностi полягає в тому, що в деякому околi точки x0

функцiя f може бути зображена у виглядi лiнiйної функцiї l(x) = f (x0)+

f ′ (x0) (x − x0) наближено з точнiстю до нескiнченно малої r(x), бiльш

високого порядку, нiж (x− x0) при x→ x0.

Зв’язок мiж диференцiйовнiстю i неперервнiстю встановлює наступна

78
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Теорема. Якщо функцiя f диференцiйовна в точцi x0, то вона непе-

рервна в цiй точцi.

Оберене твердження хибне, тобто iз неперервностi функцiї f не ви-

пливає її диференцiйовнiсть. Прикладом може бути функцiя f(x) = |x|,
яка є неперервною в точцi x0 = 0, i для якої вираз

f(x)− f (x0)

x− x0
=

|x|
x

= signx

не має границi при x→ 0 i, отже функцiя f не має похiдної в точцi x0 = 0.

Таким чином, f не є диференцiйовною в нулi.

Отже, неперервнiсть є необхiдною, але не достатньою умовою дифе-

ренцiйовностi. Iншими словами, якщо функцiя розривна в точцi x0, то

вона недиференцiйовна в цiй точцi, а обернене твердження хибне.

x

y

0 x0 x

f(x0)

f(x)

M0
•

M
• y = f(x)

α(x)

α0

З геометричної точки зору похiдна f ′ (x0) – це тангенс кута нахилу до-

тичної до графiка функцiї y = f(x) в точцiM0 з координатами (x0, f (x0)).

При цьому дотичною до графiка функцiї f в точцi M0 називається гра-

ничне положення хорди M0M при прямуваннi точки M (x, f(x)) уздовж

кривої y = f(x) до точки M0. Справдi, якщо функцiя f диференцiйовна

в точцi x0, то при прямуваннi M до M0 уздовж кривої y = f(x) хорда

M0M має тангенс кута нахилу, який дорiвнює

tgα(x) =
f(x) − f (x0)

x− x0
,
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i при x→ x0 точка M прямує до M0 уздовж кривої y = f(x). Оскiльки

f(x)− f (x0)

x− x0
→ f ′ (x0) (x→ x0) ,

то tgα(x) → f ′ (x0) при x → x0, тобто хорда прагне зайняти деяке гра-

ничне положення, тангенс кута нахилу α0 якого дорiвнює f ′ (x0). Звiдси

отримуємо рiвняння дотичної до графiка диференцiйовної в точцi x0 фун-

кцiї y = f(x):

l(x) = f (x0) + f ′ (x0) (x − x0) .

Приклади. Ранiше ми наводили таблицю еквiвалентних функцiй, з

якої можемо встановити диференцiйовнiсть деяких функцiй. Наприклад,

якщо рiвнiсть sinx = x + o(x) (x→ 0) записати у виглядi sinx − sin 0 =

1 · (x − 0) + o(x − 0), то бачимо, що функцiя f(x) = sinx диференцiйов-

на в точцi x0 = 0 i ї ї похiдна в цiй точцi дорiвнює 1. Це також можна

встановити, користуючись означенням похiдної:

lim
x→x0

f(x)− f (x0)

x− x0
= lim

x→0

sinx− sin 0

x− 0
= lim

x→0

sinx

x
= 1.

Наведемо ще один приклад:

ax − 1 = x · ln a+ o(x) (x→ 0) ⇔

⇔ ax − a0 = ln a(x − 0) + o(x − 0) (x→ 0),

тобто функцiя f(x) = ax диференцiйовна в точцi x0 = 0 i ї ї похiдна в цiй

точцi дорiвнює ln a.

Вправа. Розглянути всi iншi приклади iз згаданої таблицi.

Означення. Нехай функцiя f визначена в деякому правому пiвоколi

[x0, x0 + δ) точки x0. Якщо iснує скiнченна границя

lim
h→0+

f (x0 + h)− f (x0)

h
= lim

x→x0+0

f(x) − f (x0)

x− x0
,

то її називають правою похiдною функцiї f в точцi x0 i позначають через

f ′
+ (x0). Аналогiчно означається похiдна злiва f ′

− (x0) функцiї f в точцi x0.
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Нехай функцiя f визначена в деякому околi точки x0. Легко бачити,

що

a) якщо iснує f ′
+ (x0), то f неперервна справа в точцi x0;

b) якщо iснує f ′
− (x0), то f неперервна злiва в точцi x0;

c) якщо iснують f ′
+ (x0) i f ′

− (x0), то f неперервна в точцi x0;

d) для того щоб f була диференцiйовною в точцi x0, необхiдно та

достатньо, щоб у неї iснували похiднi злiва та справа i вони дорiвнювали

одна однiй.

Приклад. Нехай f(x) = |x|, x0 = 0. Тодi легко бачити, що f ′
+ (0) = 1,

f ′
− (0) = −1.

5.1.1 Диференцiйовнiсть та арифметичнi операцiї

Теорема. Нехай функцiї f i g визначенi на iнтервалi (a, b) i дифе-

ренцiйовнi в точцi x0. Тодi

a) функцiя f + g диференцiйовна в точцi x0 i

(f + g)′ (x0) = f ′ (x0) + g′ (x0) ;

b) функцiя f · g диференцiйовна в точцi x0 i

(f · g)′ (x0) = f ′ (x0) g (x0) + f (x0) g
′ (x0) ;

c) якщо g(x) 6= 0 (x ∈ (a, b)), то функцiя f
g диференцiйовна в точцi x0

i (
f

g

)′
(x0) =

f ′ (x0) g (x0)− g′ (x0) f (x0)

g2 (x0)
.

Доведення. Твердження a) очевидне. Доведемо b). Маємо

(f · g)(x) − (f · g) (x0)
x− x0

=
f(x)g(x) − f (x0) g (x0)

x− x0
=

=
f(x)g(x) − f (x0) g(x) + f (x0) g(x) − f (x0) g (x0)

x− x0
=

=
f(x)− f (x0)

x− x0
· g(x) + f (x0)

g(x) − g (x0)

x− x0
.
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Використовуючи неперервнiсть функцiї g в точцi x0, яка випливає з її

диференцiйовностi, переходячи до границi при x→ x0, отримуємо b).

Для доведення c) розглянемо спочатку випадок f(x) ≡ 1. Тодi

1
g(x) − 1

g(x0)

x − x0
= −g(x) − g (x0)

x− x0
· 1

g(x)g (x0)
→ − g′ (x0)

g2 (x0)
(x→ x0) .

У загальному випадку, застосовуючи твердження b), отримаємо
(
f

g

)′
(x0) =

(
f · 1

g

)′
(x0) = f ′ (x0) ·

1

g (x0)
+ f (x0)

(
1

g

)′
(x0) =

= f ′ (x0) ·
1

g (x0)
− f (x0) ·

g′ (x0)

g2 (x0)
=
f ′ (x0) g (x0)− g′ (x0) f (x0)

g2 (x0)
.

Зауваження. Безпосередньо iз означення похiдної випливає рiвнiсть

(c · f)′ (x0) = c · f ′ (x0), де c – стала. Тому, використовуючи частину a)

доведеної теореми, отримуємо, що операцiя диференцiювання є лiнiйною

операцiєю, тобто похiдна лiнiйної комбiнацiї двох диференцiйовних фун-

кцiй є лiнiйною комбiнацiєю їх похiдних –

(α · f + β · g)′ (x0) = α · f ′ (x0) + β · g′ (x0) ,

де α i β – сталi.

5.1.2 Похiдна композицiї та оберненої функцiй

Теорема (про похiдну композицiї). Нехай функцiя f визначена

на iнтервалi I i диференцiйовна в точцi x0 ∈ I, а функцiя g визначена на

iнтервалi J ⊃ f(I) i диференцiйовна у вiдповiднiй точцi y0 = f (x0) ∈ J .

Тодi композицiя ϕ(x) = g(f(x)) диференцiйовна в точцi x0, причому

ϕ′ (x0) = g′ (f (x0)) · f ′ (x0) .

Теорема (про похiдну оберненої функцiї). Нехай функцiя f стро-

го зростає на iнтервалi I, неперервна на I, диференцiйовна в точцi

x0 ∈ I i f ′ (x0) 6= 0. Тодi обернена функцiя g = f−1 диференцiйовна в

точцi y0 = f (x0), причому g′ (y0) =
1

f ′(x0)
.
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5.2 Таблиця похiдних основних елементарних

функцiй

1. Нехай f(x) ≡ C. Тодi, очевидно, f ′(x) = 0.

2. Нехай f(x) = xn (−∞ < x < +∞, n ∈ N). Тодi

(x+ h)n − xn

h
=

1

h

[
n∑

k=0

Ck
nx

n−khk − xn

]
=

1

h

n∑

k=1

Ck
nx

n−khk =

=
n∑

k=1

Ck
nx

n−khk−1 → nxn−1 (h→ 0).

Звiдси випливає, що f ′(x) = (xn)
′
= nxn−1.

3. Нехай f(x) = 1
x (x 6= 0). Тодi

1

h

(
1

x + h
− 1

x

)
=

1

h
· −h
x(x + h)

= − 1

x(x + h)
→ − 1

x2
(h→ 0).

Отже,
(
1
x

)′
= − 1

x2 .

4. Нехай f(x) = xα (x > 0, α ∈ R). Тодi

1

h
((x + h)α − xα) =

xα

h

((
1 +

h

x

)α

− 1

)
=

=
xα

h
·
(
1 + h

x

)α − 1
h
x

· h
x
→ α · xα−1 (h→ 0),

тобто (xα)
′
= α · xα−1.

5. Нехай f(x) = ax (−∞ < x < +∞, a > 0, a 6= 1). Тодi

1

h

(
ax+h − ax

)
= ax · a

h − 1

h
→ ax · ln a (h→ 0),

тобто (ax)′ = ax · ln a.

6. Нехай f(x) = loga x (x > 0). Тодi

1

h
(loga(x+ h)− loga x) =

1

h
loga

(
1 +

h

x

)
=



84 Роздiл 5

=
1

x

loga
(
1 + h

x

)

h
x

→ 1

ln a
· 1
x

(h→ 0),

тобто (loga x)
′ = 1

x·ln a .

7. Нехай f(x) = sinx (−∞ < x < +∞). Тодi

1

h
(sin (x + h)− sinx) =

1

h
(sinx cosh+ cosx sinh− sinx) =

=
1

h
sinx(cosh− 1) + cosx · sinh

h
→ cosx (h→ 0),

тобто (sinx)′ = cosx.

8. Аналогiчно отримуємо, що (cosx)′ = − sin x.

9. Нехай f(x) = tg x
(
x 6= π

2 + πn, n ∈ Z
)
. Тодi

(tg x)
′
=

(
sinx

cosx

)′
=

cosx · cosx− (− sin x) · sinx
cos2 x

=
1

cos2 x
.

10. Нехай f(x) = ctg x (x 6= πn, n ∈ Z). Тодi

(ctg x)′ =
(
(tg x)−1

)′
= −(tg x)−2 · 1

cos2 x
= − 1

sin2 x
.

11. Нехай y = arcsinx (−1 < x < 1), т. е. −π
2 < y < π

2 . За правилом

диференцiювання оберненої функцiї, y′x = 1
x′

y
, де x = sin y, тобто

y′x =
1

(sin y)′y
=

1

cos(arcsinx)
.

Але cos y = ±
√
1− sin2 y, причому перед коренем треба обрати знак ′′+′′,

оскiльки при −π
2 < y < π

2 маємо cos y > 0. Звiдси

cos(arcsinx) =

√
1− sin2(arcsinx) =

√
1− x2,

тобто

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
(−1 < x < 1).
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12. Нехай y = arccosx (−1 < x < 1), т. е. 0 < y < π. Як i в попере-

дньому прикладi, отримуємо

y′x =
1

x′y
=

1

(cos y)′y
= − 1

sin y
= − 1

sin(arccosx)
= − 1√

1− x2
.

При цьому, як i вище, ми скористались рiвнiстю

sin(arccosx) =
√
1− cos2(arccosx) =

√
1− x2.

13. Нехай y = arctg x (−∞ < x < +∞). Як i в двох попереднiх при-

кладах, маємо

y′x =
1

x′y
=

1

(tg y)′y
=

1
1

cos2 y

= cos2 y =
1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
.

14. Нехай y = arcctg x (−∞ < x < +∞). Тодi

y′x =
1

x′y
=

1

(ctg y)′y
= − sin2 y = − 1

1 + ctg2 y
= − 1

1 + x2
.

15. Нехай f(x) = shx = ex−e−x

2 (−∞ < x < +∞). Тодi, як легко

обчислити,

(shx)′ = chx.

16. Нехай f(x) = chx = ex+e−x

2 (−∞ < x < +∞). Тодi, як легко

обчислити,

(chx)′ = shx.

Приклад 1. Нехай f(x) = ln
(
x+

√
x2 + 1

)
. Тодi

f ′(x) =
1

x+
√
x2 + 1

(
1 +

2x

2
√
x2 + 1

)
=

1√
x2 + 1

.

Приклад 2. Нехай f(x) =
(
ln 1

x

)arcsin x
. Для зручностi диференцiюван-

ня представим функцiю f в такому виглядi:

f(x) = exp (arcsinx · ln(− ln x)) .
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Тепер легко обчислюємо похiдну

f ′(x) = exp (arcsinx · ln(− ln x))×

×
(

1√
1− x2

ln(− ln x) + arcsinx · 1

− ln x
·
(
− 1

x

))
=

=

(
ln

1

x

)arcsin x

·
(

1√
1− x2

ln

(
ln

1

x

)
+ arcsinx · 1

lnx
· 1
x

)
.

Приклад 3. Нехай f(x) = |x|3. В околi точки x > 0 функцiя f(x)

спiвпадає з функцiєю x3 i тому f ′(x) = 3x2 при x > 0. В околi точки

x < 0 функцiя f(x) спiвпадає з функцiєю −x3 i тому f ′(x) = −3x2 при

x < 0. В правому пiвоколi нуля функцiя f спiвпадає з функцiєю x3 i тому

f ′
+(0) = 3x2|x=0 = 0. В лiвомi пiвоколi нуля функцiя f спiвпадає з фун-

кцiєю −x3 i тому f ′
−(0) = −3x2|x=0 = 0. Оскiльки в нулi лiва та права

похiднi функцiї f спiвпали, то f диференцiйовна в точцi x = 0 i f ′(0) = 0.

Отже, отримали f ′(x) = 3x2sign x.

5.3 Дослiдження функцiй на диференцiйовнiсть

5.3.1 Дослiдження функцiй на диференцiйовнiсть та

обчислення похiдних за означенням

1. Дослiдити на диференцiйовнiсть функцiю

f(x) =

{
sin x ln(1+x)

x , x > −1, x 6= 0,

0, x = 0.

В кожнiй точцi x0 > −1, x0 6= 0 функцiя диференцiйовна за арифме-

тичними властивостями диференцiйовних функцiй. Дослiдимо функцiю

на диференцiйовнiсть в точцi x0 = 0. Маємо

lim
x→x0

f(x)− f (x0)

x− x0
= lim

x→0

f(x)

x
= lim

x→0

sinx ln(1 + x)

x2
=

= lim
x→0

sinx

x
· ln(1 + x)

x
= 1.
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Це означає, що дана функцiя диференцiйовна в точцi x0 = 0 i ї ї похiдна

f ′(0) = 1.

2. Дослiдити на диференцiйовнiсть функцiю

f(x) =

{
sin x ln(1+|x|)

x , x 6= 0,

0, x = 0.

В кожнiй точцi x0 6= 0 функцiя диференцiйовна за арифметичними

властивостями диференцiйовних функцiй. Дослiдимо функцiю на дифе-

ренцiйовнiсть в точцi x0 = 0. При x < 0 задана функцiя має вигляд

f(x) = sin x ln(1−x)
x , а при x > 0 функцiя дорiвнює f(x) = sin x ln(1+x)

x . Тому

маємо

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

sinx ln(1 + x)

x2
=

= lim
x→0+

sinx

x
· ln(1 + x)

x
= 1,

f ′
−(0) = lim

x→0−
f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−
sinx ln(1 − x)

x2
=

= lim
x→0−

sinx

x
· ln(1− x)

x
= −1.

Оскiльки f ′
−(0) 6= f ′

+(0), то дана функцiя не є диференцiйовною в точцi

x0 = 0.

5.3.2 Дослiдження на диференцiйовнiсть функцiї, яка

задана рiзними формулами на рiзних промiжках

1. Дослiдити на диференцiйовнiсть функцiю

f(x) =





arctg x, |x| ≤ 1,

π
4 sign x+ x−1

2 , |x| > 1.

Якщо |x0| 6= 1, то функцiя f диференцiйовна в точцi x0 за арифмети-

чними властивостями диференцiйовних функцiй.

Нехай x0 = 1. В правому пiвоколi точки x0 = 1 функцiя дорiвнює

f(x) = π
4 + x−1

2 i тому

f(1 + 0) = lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

(
π

4
+
x − 1

2

)
=
π

4
= arctg 1 = f(1),
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тобто функцiя неперервна справа в точцi x0 = 1. Обчислимо в цiй точцi

праву похiдну

f ′
+(1) = lim

x→1+0

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+0

π
4
+ x−1

2
− π

4

x− 1
=

1

2
.

В лiвому пiвоколi точки x0 = 1 функцiя дорiвнює f(x) = arctg x i тому

f(1− 0) = lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1−0

arctg x =
π

4
= arctg 1 = f(1),

тобто функцiя неперервна злiва в точцi x0 = 1. Обчислимо в цiй точцi

лiву похiдну

f ′
−(1) = lim

x→1−0

f(x) − f(1)

x − 1
= lim

x→1−0

arctg x− π
4

x− 1
=

= lim
x→1−0

arctg x− arctg 1

x− 1
= (arctg x)′|x=1 =

1

1 + x2

∣∣∣∣
x=1

=
1

2
.

Оскiльки, як виявилось, f ′
−(1) = f ′

+(1) =
1
2 , то функцiя f диференцiйовна

в точцi x0 = 1 i ї ї похiдна дорiвнює f ′(1) = 1
2 .

Нехай x0 = −1. В правому пiвоколi точки x0 = 1 функцiя дорiвнює

f(x) = arctg x i тому

f(−1 + 0) = lim
x→−1+0

f(x) = lim
x→−1+0

arctg x = −π
4
= arctg(−1) = f(−1),

тобто функцiя неперервна справа в точцi x0 = −1. Обчислимо в цiй точцi

праву похiдну

f ′
+(−1) = lim

x→−1+0

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→−1+0

arctg x− π
4

x− 1
=

= lim
x→−1+0

arctg x− arctg 1

x− 1
= (arctg x)′|x=−1 =

1

1 + x2

∣∣∣∣
x=−1

=
1

2
.

В лiвому пiвоколi точки x0 = 1 функцiя дорiвнює f(x) = −π
4 + x−1

2 i тому

f(−1− 0) = lim
x→−1−0

f(x) = lim
x→−1−0

(
−π
4
+
x − 1

2

)
=

= −π
4
− 1 6= f(−1) = −π

4
.

Таким чином, функцiя не є неперервною злiва в точцi x0 = −1 i тому

вона також не має лiвої похiдної в цiй точцi.

Отже, отримали, що задана функцiя диференцiйовна у всiх точках,

окрiм точки x0 = −1.
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5.3.3 Знаходження рiвняння дотичної та нормалi до

графiка диференцiйовної функцiї в точцi

Рiвняння дотичної до графiка функцiї в точцi x0 має вигляд

y = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0) ,

а рiвняння нормалi до графiка функцiї в точцi x0 має вигляд

(x − x0) + f ′ (x0) (y − f (x0)) = 0.

1. Скласти рiвняння дотичної та нормалi до графiка функцiї f(x) =

arcsinx в точцi x0 =
√
3
2 .

Маємо

f

(√
3

2

)
=
π

3
, f ′(x) =

1√
1− x2

, f ′
(√

3

2

)
=

1√
1− 3/4

= 2.

Тому рiвняння дотичної набуває такого вигляду

y =
π

3
+ 2

(
x−

√
3

2

)
⇐⇒ 2

(
x−

√
3

2

)
−
(
y − π

3

)
= 0,

а рiвняння нормалi –

1

2

(
x −

√
3

2

)
+
(
y − π

3

)
= 0 ⇐⇒ y =

π

3
− 1

2

(
x −

√
3

2

)
.

5.3.4 Знаходження лiнiйної частини приросту

диференцiйовної функцiї в заданiй точцi та

обчислення наближеного значення функцiї,

замiнюючи її прирiст лiнiйною частиною

Згiдно з означенням диференцiйовностi, прирiст диференцiйовної в то-

чцi x0 функцiї f може бути представленим у виглядi

f (x0 + dx) − f (x0) = f ′ (x0) · dx + o(dx), dx → 0.

Перший доданок в правiй частинi називається лiнiйною частиною приро-

сту функцiї.
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1. Замiняючи прирiст функцiї його лiнiйною частиною, наближено об-

числити sin 61o.

Покладемо x0 = π
3 , dx = π

180 . Тодi, замiнюючи повний прирiст функцiї

його лiнiйною частиною, отримаємо

sin 61o = sin
(π
3
+

π

180

)
≈ sin

π

3
+ cos

π

3
· π

180
=

√
3

2
+

1

2
· π

180
.

5.4 Основнi теореми диференцiального числення

Теорема Ферма. Нехай функцiя f визначена на iнтервалi (a, b) i в

деякiй точцi x0 ∈ (a, b) набуває найбiльшого (найменшого) значення на

цьому iнтервалi. Якщо iснує f ′ (x0), то f ′ (x0) = 0.

З геометричної точки зору теорема Ферма означає, що якщо в то-

чцi екстремуму у графiка функцiї iснує дотична, то вона паралельна до

осi Ox.

Зауваження. У функцiї f(x) = |x|, (−1 < x < 1) в точцi x0 = 0

є екстремум (мiнiмум), але похiдної в цiй точцi функцiя не має. Теорема

Ферма означає, що для пошуку екстремуму функцiї f у внутрiшнiх точках

областi визначення достатньо дослiдити поведiнку функцiї f лише в тих

точках, в яких похiдна або обертається в нуль, або не iснує. Екстремуму

не може бути в тих точках, в яких похiдна iснує i не дорiвнює нулю. Але

iз того, що похiдна дорiвнює нулю в точцi x0 не випливає, що x0 – точка

екстремуму. Наприклад, у функцiї f(x) = x3 в точцi x0 = 0 екстремуму

немає i в той же час f ′(0) = 0.

Теорема Ролля. Нехай функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b], ди-

ференцiйовна на iнтервалi (a, b), i f(a) = f(b). Тодi iснує така точка

ξ ∈ (a, b), що f ′(ξ) = 0.

Наслiдок. Мiж будь-якими двома коренями диференцiйовної функцiї

iснує корiнь похiдної.

Приклад. Рiвняння непарного степеня x5 + x − 1 = 0 має дiйсний

корiнь. Покажемо, що вiн єдиний. Позначимо y = x5 + x − 1. Тодi y′ =
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5x4 + 1 > 0 для всiх x ∈ R. Якби дане рiвняння мало б iнший корiнь, то,

згiдно з наслiдком, знайшлась би точка, в якiй похiдна y′ оберталася б в

нуль, а це неможливо.

Теорема Лагранжа (формула скiнченних приростiв). Нехай

функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b], диференцiйовна на iнтервалi (a, b).

Тодi iснує така точка ξ ∈ (a, b), що

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ).

Геометричний сенс теореми Лагранжа полягає в тому, що iснує то-

чка ξ ∈ (a, b), в якiй дотична до графiка функцiї y = f(x) паралельна до

вiдрiзка, який з’єднує точки (a, f(a)) i (b, f(b)).

Рiвнiсть, яка вiдзначена в теоремi Лагранжа, можна переписати в та-

кому виглядi

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a),

або в такому

f(b)− f(a) = f ′(a + θ(b− a))(b − a),

де 0 < θ < 1.

Двi останнi рiвностi називають формулами скiнченних приростiв.

Наслiдок. Якщо диференцiйовна на (a, b) функцiя f така, що для

кожного ξ ∈ (a, b) похiдна f ′(ξ) = 0, то f тотожно стала на (a, b).

Теорема Кошi (узагальнена формула скiнченних приростiв).

Нехай функцiї f i g неперервнi на вiдрiзку [a, b], диференцiйовнi на iнтер-

валi (a, b), g′(x) 6= 0 для всiх x ∈ (a, b). Тодi iснує така точка ξ ∈ (a, b),

що справедлива рiвнiсть

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

5.5 Правила Лопiталя

Перша теорема Лопiталя призначена для розкриття неозначеностi вигля-

ду
[
0
0

]
.
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Перша теорема Лопiталя. Нехай функцiї f i g диференцiйовнi на

iнтервалi (a, b), lim
x→a+0

f(x) = 0, lim
x→a+0

g(x) = 0 i g′(x) 6= 0 для всiх x ∈
(a, b). Далi, нехай iснує

lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= A,

де A може бути скiнченним, +∞ чи −∞. Тодi iснує

lim
x→a+0

f(x)

g(x)

i ця границя дорiвнює A.

Зауваження. Теорема Лопiталя стверджує, що границя вiдношення

функцiй дорiвнює границi вiдношення їх похiдних, якщо остання iснує.

Але може виявитись, що границя вiдношення функцiй iснує, в той час

коли границя вiдношення їх похiдних не iснує, тобто обернене до теореми

Лопiталя твердження не має мiсця.

Друга теорема Лопiталя призначена для розкриття неозначеностi ви-

гляду
[∞
∞
]
.

Друга теорема Лопiталя. Нехай функцiї f i g диференцiйовнi на

iнтервалi (a, b), g′(x) 6= 0 (x ∈ (a, b)) i lim
x→a+0

f(x) = ∞, lim
x→a+0

g(x) = ∞,

lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= A,

де A може бути скiнченним, +∞ чи −∞. Тодi iснує

lim
x→a+0

f(x)

g(x)

i ця границя дорiвнює A.

5.5.1 Приклади застосування правил Лопiталя

1. lim
x→π

4

1− tg2 x√
2 cosx− 1

=

[
0

0

]
=

= lim
x→π

4

−2 tg x 1
cos2 x

−
√
2 sinx

=
−2 · 1 · 1

(
√
2/2)2

−
√
2 ·

√
2/2

= 4.
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2. lim
x→0

(
1

x2
− 1

x tg x

)
= lim

x→0

tg x − x

x2 tg x
= lim

x→0

(
x

tg x
· tg x− x

x3

)
=

= 1 · lim
x→0

tg x − x

x3
=

[
0

0

]
= lim

x→0

1
cos2 x − 1

3x2
=

=
1

3
lim
x→0

(
1

cos2 x
· 1− cos2 x

x2

)
=

=
1

3
lim
x→0

(
1 + cosx

cos2 x
· 1− cosx

x2

)
=

1

3
· 1 + 1

1
· 1
2
=

1

3
.

3. lim
x→0

(√
1 + x − x

) 1
x = lim

x→0
e

1
x
ln(

√
1+x−x) =

= exp

(
lim
x→0

ln
(√

1 + x − x
)

x

)
=

= exp


 lim

x→0

1√
1+x−x

(
1

2
√
1+x

− 1
)

1


 =

= exp

(
lim
x→0

1− 2
√
1 + x

2
√
1 + x

(√
1 + x− x

)
)

=

= exp

(
1− 2

2 · 1 · 1

)
= exp

(
−1

2

)
=

1√
e
.

5.6 Формула Тейлора

Нехай функцiя f диференцiйовна на деякому iнтервалi (a, b), тобто дифе-

ренцiйовна в кожнiй точцi цього iнтервалу. Тодi на (a, b) визначена фун-

кцiя f ′(x), яка також може виявитись диференцiйовною в деякiй точцi

x0 ∈ (a, b). В такому випадку кажуть, що функцiя f має в точцi x0 похiдну

другого порядку i позначають її через f ′′(x0), тобто f ′′(x0) = (f ′)′ (x0).

Аналогiчно, за iндукцiєю, означаються похiднi вищих порядкiв, тобто

f ′′′(x0) = (f ′′)
′
(x0), . . . , f

(n)(x0) =
(
f (n−1)

)′
(x0).
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Зауважимо, що для iснування f (n)(x0) похiдної n-го порядку в точцi x0 ∈
(a, b) необхiдно, щоб похiдна f (n−1)(x) iснувала в деякому околi точки x0.

Похiдною нульового порядку зазвичай вважається f (0)(x) = f(x).

Теорема (формула Тейлора iз залишком у формi Пеано). Не-

хай функцiя f визначена в деякому околi I точки x0, має в цьому околi

похiднi до (n − 1)-го порядку включно, а в точцi x0 має похiдну n-го

порядку. Тодi справедлива рiвнiсть

f(x) = f (x0) +
f ′ (x0)

1!
(x− x0) +

f ′′ (x0)

2!
(x− x0)

2
+ . . .+

+
f (n) (x0)

n!
(x− x0)

n + o ((x − x0)
n)

при x→ x0.

Формулу Тейлора з центром в точцi x0 = 0 називають формулою Ма-

клорена

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + . . . +

f (n)(0)

n!
xn + o (xn) (x→ 0).

Наведемо розвинення деяких функцiй за формулою Маклорена.

ex = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3 + . . . +

1

n!
xn + o (xn) =

n∑

k=0

1

k!
xk + o (xn) .

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . . + (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ o

(
x2n+2

)
=

=

n∑

k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
+ o

(
x2n+2

)
.

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . . + (−1)n

x2n

(2n)!
+ o

(
x2n+1

)
=

=
n∑

k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
+ o

(
x2n+1

)
.
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ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . + (−1)n−1 x

n

n
+ o (xn) =

=
n∑

k=1

(−1)k−1 x
k

k
+ o (xn) .

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x +

α(α − 1)

2!
x2 +

α(α − 1)(α − 2)

3!
x3 + . . .+

+
α(α − 1) . . . (α − n+ 1)

n!
xn + o (xn) =

= 1 +

n∑

k=1

α(α − 1) . . . (α − k + 1)

k!
xk + o (xn) .

Зокрема, якщо α = n, то отримуємо

(1 + x)n = 1 + nx+
n(n− 1)

2!
x2 + . . . + xn,

тобто формулу бiнома Ньютона. Якщо ж α = −1, то

1

1 + x
= 1− x+ x2 − . . . + (−1)nxn + o (xn)

– сума геометричної прогресiї iз знаменником −x та першим доданком,

який дорiвнює 1.

5.6.1 Приклад розвинення функцiї

Розвинути за формулою Маклорена функцiю

f(x) =
1

x2 − x− 2
=

1

(x + 1)(x − 2)
=

=
− 1

3

x + 1
+

1
3

x− 2
= −1

3
· 1

1 + x
− 1

6
· 1

1− x
2

=

= −1

3
(1 + x)−1 − 1

6

(
1− x

2

)−1

=

= −1

3

(
1− x + x2 − . . . + (−1)nxn + o (xn)

)
−
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−1

6

(
1 +

x

2
+
(x
2

)2
+ . . . +

(x
2

)n
+ o (xn)

)
=

=

(
−1

3
− 1

6

)
+

(
1

3
− 1

6 · 2

)
x+

(
−1

3
− 1

6 · 22
)
x2 + . . .+

+

(
(−1)n−1

3
− 1

6 · 2n
)
xn + o (xn) ,

де |x| < 1 i
∣∣x
2

∣∣ < 1, тобто |x| < 1.

5.6.2 Обчислення границь з використанням формули

Тейлора

1. Обчислимо границю

I = lim
x→0

ex sinx − x(1 + x)

x3
.

Скориставшись рiвностями

ex = 1 + x+
x2

2
+ o

(
x2
)
, sinx = x− x3

6
+ o

(
x4
)
,

отримуємо

I = lim
x→0

(
1 + x + x2

2 + o
(
x2
)) (

x− x3

6 + o
(
x4
))

− x− x2

x3
=

= lim
x→0

x + x2 + x3

2 − x3

6 + o
(
x3
)
− x − x2

x3
=

1

3
.

2. Обчислити границю

I = lim
x→0

1− (cosx)sin x

x3
.

Оскiльки sinx ln cosx→ 0 (x→ 0), то, користуючись рiвнiстю et = 1+ t+

o(t) (t→ 0), отримаємо

I = lim
x→0

1− esin x ln cos x

x3
=

= lim
x→0

1− (1 + sinx ln cosx+ o(sin x ln cosx))

x3
.
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Скористуємось наступними рiвностями

o(sin x ln cosx) = o(sinx ln(1 + cosx− 1)) = o(x(cos x− 1)) = o
(
x3
)
,

sinx = x + o
(
x2
)
, ln cosx = ln(1 + (cosx− 1)) =

= cosx − 1− (cosx− 1)2

2
+ o

(
(cosx− 1)2

)
= −x

2

2
+ o

(
x3
)
.

Тому отримаємо

I = lim
x→0

−
(
x+ o

(
x2
)) (

−x2

2 + o
(
x3
))

+ o
(
x3
)

x3
=

= lim
x→0

x3

2 + o
(
x3
)

x3
=

1

2
.

3. lim
x→0

cosx −
√
1− 2x− x

1− e−x3 .

cosx = 1− x2

2
+ o

(
x3
)
,

√
1− 2x = (1− 2x)

1
2 = 1 +

1

2
(−2x) +

1
2

(
1
2
− 1
)
)

2!
(−2x)2+

+
1
2

(
1
2 − 1

) (
1
2 − 2

)

3!
(−2x)3 + o

(
x3
)
=

= 1− x− x2

2
− x3

2
+ o

(
x3
)
,

e−x3

= 1− x3 + o
(
x3
)
.

lim
x→0

cosx−
√
1− 2x− x

1− e−x3 =

= lim
x→0

1− x2

2
+ o

(
x3
)
−
(
1− x − x2

2
− x3

2
+ o

(
x3
))

− x

1− (1− x3 + o (x3))
=

= lim
x→0

x3

2
+ o

(
x3
)

x3 + o (x3)
= lim

x→0

1
2 +

o(x3)
x3

1 + o(x3)
x3

=
1
2 + 0

1 + 0
=

1

2
.

4. lim
x→1

(x − lnx)
1

sin(1−x)2 = [t = x − 1, x = t+ 1] =
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= lim
t→0

(1 + t− ln(1 + t))
1

sin t2 =

= exp

(
lim
t→0

ln(1 + t− ln(1 + t))

sin t2

)
=

= exp


lim

t→0

(
1 + t−

(
t− t2

2 + o
(
t2
)))

t2 + o (t2)


 =

= exp

(
lim
t→0

t2

2 + o
(
t2
)

t2 + o (t2)

)
= exp


lim

t→0

1
2 +

o(t2)
t2

1 + o(t2)
t2


 =

= exp

( 1
2
+ 0

1 + 0

)
= exp

(
1

2

)
=

√
e.

5.6.3 Формула Тейлора iз залишком у формi Лагранжа

Теорема. Нехай функцiя f визначена на вiдрiзку з кiнцями в то-

чках x0 i x i має на цьому вiдрiзку неперервнi похiднi до порядку n вклю-

чно, а на iнтервалi з кiнцями в точках x0 i x iснує похiдна (n + 1)-го

порядку. Тодi на iнтервалi з кiнцями в точках x0 i x iснує така точка

ξ, що

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n+

+
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x − x0)

n+1.

5.7 Дослiдження функцiй за допомогою похiдних

5.7.1 Приклади знаходження промiжкiв монотонностi

функцiї за допомогою похiдної

За допомогою похiдної можна дослiджувати функцiю на монотоннiсть.

А саме, якщо f ′(x) ≥ 0 на деякому промiжку, то функцiя f зростає, а

якщо f ′(x) ≤ 0, то f спадає на цьому промiжку. Якщо ж на деякому

промiжку похiдна додатна, то функцiя строго зростає, а якщо похiдна

вiд’ємна, то функцiя строго спадна на цьому промiжку.
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1. Доведемо, що функцiя f(x) = x−sin x строго зростає на (−∞,+∞).

Маємо f ′(x) = 1− cos x ≥ 0 для всiх x ∈ (−∞,+∞). Звiдси вже випливає,

що f зростає на (−∞,+∞). Залишається показати, що f строго зростає.

Нехай x < y. Тодi

f(y)− f(x) = y − sin y − x+ sinx = y − x− 2 sin
y − x

2
cos

y + x

2
≥

≥ y − x− 2

∣∣∣∣sin
y − x

2

∣∣∣∣ .

Оскiльки | sin t| < |t| для всiх t 6= 0, то

f(y)− f(x) ≥ y − x− 2

∣∣∣∣sin
y − x

2

∣∣∣∣ > y − x− 2
y − x

2
= 0,

тобто f(y) > f(x).

2. Для функцiї f(x) = sin 1
x − 1

x (x > 0) маємо

f ′(x) = cos
1

x

(
− 1

x2

)
−
(
− 1

x2

)
=

1

x2

(
1− cos

1

x

)
≥ 0.

Отже, f зростає. Покажемо, що f строго зростає. Нехай x < y. Тодi на

вiдрiзку [x, y] не бiльше, нiж в скiнченному числi точок похiдна f ′ обер-

тається в нуль. Тому f(x) < f(y).

3. Довести нерiвнiсть

(x + y)p < xp + yp (0 < p < 1, x, y > 0).

Ця нерiвнiсть рiвносильна наступнiй (1+t)p < 1+tp, где t = x
y > 0. Покла-

демо ϕ(t) = (1+t)p−1−tp. Тодi ϕ(0) = 0 i ϕ′(t) = p
[
(1 + t)p−1 − tp−1

]
< 0.

Отже, функцiя ϕ строго спадає i тому ϕ(t) < ϕ(0).

5.7.2 Знаходження екстремумiв функцiй з

використанням похiдних першого та вищих

порядкiв, знаходження найбiльшого та

найменшого значень функцiї

Iз наведеної вище теореми Ферма випливає, що внутрiшня точка областi

визначення функцiї може бути точкою локального екстремуму (мiнiмуму
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чи максимуму) лише у тому випадку, коли похiдна функцiї у цiй точцi

або не iснує, або дорiвнює нулю (такi точки називаються критичними).

Iншими словами, екстремуму не може бути в точках, у яких похiдна вiд-

мiнна вiд нуля. Але якщо в якiйсь точцi похiдна обертається в нуль чи

не iснує, то це ще не означає, що така критична точка є точкою екстре-

муму. Отже, для знаходження точок локального екстремуму достатньо

дослiдити поведiнку функцiї в околах критичних точок. Таке дослiдже-

ння можна проводити, наприклад, аналiзуючи функцiю на монотоннiсть

злiва i справа вiд критичної точки. Iншим засобом може бути формула

Тейлора, за допомогою якої можна встановити наступне твердження.

Теорема Нехай

f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, f (n)(x0) 6= 0.

Якщо n непарне, то точка x0 не є точкою локального екстремуму фун-

кцiї f . Якщо ж n парне, то в точцi x0 функцiя f має строгий локаль-

ний екстремум, а саме, мiнiмум, якщо f (n)(x0) > 0 i максимум, якщо

f (n)(x0) < 0. Зокрема, при n = 2 маємо, що за умови f ′(x0) = 0 то-

чка x0 є точкою мiнiмуму при f ′′(x0) > 0, а при f ′′(x0) < 0 – точкою

максимуму.

1. Знайти точки екстремуму функцiї f(x) = chx+ cosx.

Маємо f ′(x) = shx− sinx ≡ ϕ(x). Очевидно, f ′(0) = 0, i тому 0 – кри-

тична точка функцiї f . Покажемо, що iнших критичних точок у функцiї f

немає. Оскiльки ϕ(0) = 0, то зi строгого зростання функцiї ϕ на [0,+∞)

буде випливати, що ϕ(x) > 0 для всiх x > 0, а оскiльки ϕ(−x) = −ϕ(x),
то ϕ(x) < 0 при x < 0. Покажемо, що ϕ строго зростає на [0,+∞). Маємо

ϕ′(x) = chx− cosx =
ex + e−x

2
− cosx ≥ ex + e−x

2
− 1 > 0

при x > 0. Справдi, остання нерiвнiсть випливає з того, що t + 1
t
> 2

при t > 0, t 6= 1, де t = ex > 1 при x > 0. Таким чином, ϕ′(x) > 0 на

(0,+∞). Отже, ϕ строго зростає на [0,+∞) i тому ϕ(x) > ϕ(0) = 0 (x > 0).

Отримали, що точка x = 0 є єдиною критичною точкою функцiї f . На
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(0,+∞) похiдна f ′ > 0, i тому функцiя f строго зростає на [0,+∞), тобто

f(x) > f(0) = 0 при x > 0. На (−∞, 0) похiдна f ′ < 0, i тому функцiя f

строго спадає на (−∞, 0) i тому f(x) > f(0) = 0 при x < 0. Таким чином,

f(x) > f(0) для будь-якого x 6= 0. Отже, 0 – точка строгого мiнiмуму

(єдина точка екстремуму даної функцiї).

Iнший розв’язок. Маємо

f ′(x) = shx− sinx, f ′(0) = 0,

f ′′(x) = chx − cosx, f ′′(0) = 0,

f ′′′(x) = shx+ sinx, f ′′′(0) = 0,

f (4)(x) = chx+ cosx, f (4)(0) = 2 > 0.

Перша вiдмiнна вiд нуля похiдна є парного порядку, а це означає, що

точка 0 є точкою локального екстремуму. Оскiльки ця похiдна додатна,

то 0 є точкою строгого мiнiмуму функцiї f .

2. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї f(x) = (x− 2)2(x+

1)3 на вiдрiзку [0, 3].

Маємо f ′(x) = (x− 2)(x+1)2(5x− 4). Розв’язками рiвняння f ′(x) = 0,

якi належать до [0, 3], є значення x = 2 i x = 4
5 . Обчислимо f(0) = 4,

f(3) = 64, f(2) = 0, f
(
4
5

)
= 22·94

55 ≈ 2, 1. Таким чином, найбiльше значення

функцiї дорiнює f(3) = 64, а найменше – f(2) = 0.

5.7.3 Досдiдження функцiй на опуклiсть за допомогою

похiдних

Функцiя f називається опуклою донизу на iнтервалi I, якщо для будь-

яких x1, x2 ∈ I i для кожного λ ∈ (0, 1) справедлива нерiвнiсть

f((1− λ)x1 + λx2) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x2).

З геометричної точки зору це означає, що частина графiка функцiї y =

f(x), яка розташована мiж точками (x1, f(x1)) i (x2, f(x2)), знаходиться

пiд хордою, яка сполучає цi точки. Якщо ж в цьому означеннi знак не-

рiвностi змiнити на протилежний, то отримаємо функцiю, яку називають
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опуклою догори (ввiгнутою). Якщо нерiвностi строгi, то кажуть, що фун-

кцiя опукла строго. Точка x0 називається точкою перегину функцiї, якщо

при переходi через цю точку функцiя змiнює характер опуклостi на про-

тилежний.

Дослiджувати функцiю на опуклiсть дає змогу друга похiдна. А саме,

якщо друга похiдна додатна, то функцiя опукла донизу, а якщо друга

похiдна вiд’ємна, то функцiя опукла догори.

Приклад. Нехай f(x) = xα (0 < x < +∞). Тодi f ′(x) = αxα−1,

f ′′(x) = α(α − 1)xα−2. Якщо α ∈ (0, 1), то f ′′(x) < 0 i f ввiгнута (опу-

кла догори). Якщо α ∈ (−∞, 0)∪ (1,+∞), то f ′′(x) > 0 i f опукла донизу.

5.8 Повне дослiдження функцiй та побудова їх

графiкiв

Приблизна схема дослiдження функцiй.

1. Знаходимо область визначення функцiї, дослiджуємо функцiю на

парнiсть та перiодичнiсть.

2. Знаходимо точки перетину з осями координат, множини, на яких

функцiя зберiгає знак.

3. Знаходимо асимптоти (похилi та вертикальнi) графiка функцiї. До-

слiджуємо поведiнку в околi особливих точок.

4. Дослiджуємо функцiю на неперервнiсть (в тому числi односторон-

ню) та характеризуємо точки розриву.

5. Дослiджуємо функцiю на диференцiйовнiсть (в тому числi одно-

сторонню). За допомогою похiдної знаходимо промiжки монотонностi та

точки екстремуму.

6. За допомогою другої похiдної дослiджуємо характер опуклостi фун-

кцiї на рiзних промiжках та знаходимо точки перегину.
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5.8.1 Приклади повного дослiдження функцiй та

побудови їх графiкiв

1. Провести повне дослiдження та побудувати графiк функцiї

f(x) =
x2

√
x2 − 1

x2 − 4
.

Область визначення D(f) даної функцiї визначається умовами

{
x2 − 1 ≥ 0,

x2 − 4 6= 0.

Звiдси зрозумiло, що D(f) = (−∞,−2)∪(−2,−1]∪ [1, 2)∪ (2,+∞). Оскiль-

ки для кожного x ∈ D(f) маємо −x ∈ D(f) i, очевидно, f(−x) = f(x), то

функцiя парна, i тому її графiк симетричний вiдносно осi Oy. Дана фун-

кцiя неперiодична, оскiльки для кожного T > 0 знайдеться x = −2 − T ,

таке, що x = −2 − T ∈ D(f), x + T = −2 /∈ D(f). Окiльки 0 /∈ D(f), то

графiк функцiї не перетинає вiсь Oy. Для знаходження точок перетину

графiка з вiссю Ox знайдемо коренi рiвняння f(x) = 0. Це рiвняння, оче-

видно, має два розв’язки x = −1 i x = 1. Отже, графiк функцiї перетинає

вiсь Ox в точках x = −1 i x = 1. Оскiльки чисельник дробу x2
√
x2−1

x2−4

невiд’ємний, то знак цього дробу, а отже i даної функцiї, визначається

знаком знаменника. Зрозумiло, що x2 − 4 > 0 при x ∈ (−∞,−2)∪ (2,+∞)

i x2 − 4 < 0 для x ∈ (−2,−1] ∪ [1, 2). Знаходимо похилi асимптоти. Маємо

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
x2

√
x2 − 1

x (x2 − 4)
= lim

x→+∞

√
1− 1

x2

1− 4
x2

= 1 = k,

lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(
x2

√
x2 − 1

x2 − 4
− x

)
=

= lim
x→+∞

x2
√
x2 − 1− x3 + 4x

x2 − 4
=

= lim
x→+∞

(
x2

x2 − 4
· −1√

x2 − 1 + x
+

4x

x2 − 4

)
= 1 · 0 + 0 = 0 = b.
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Отже, асимптотою до графiка функцiї при x → +∞ є пряма y = x. Для

визначення розташування графiка функцiї вiдносно асимптоти, розгля-

немо рiзницю

f(x)− (kx+ b) =
x2

√
x2 − 1

x2 − 4
− x =

x2
√
x2 − 1− x3 + 4x

x2 − 4
=

=
x2

x2 − 4
· −1√

x2 − 1 + x
+

4x

x2 − 4
=

=
x

x2 − 4

(
4− x√

x2 − 1 + x

)
=

x

x2 − 4


4− 1√

1− 1
x2 + 1


 .

Оскiльки дрiб в дужках прямує до 1
2 , то при достатньо великих x вираз

в дужках додатний. Оскiльки множник перед дужкою також додатний,

то це означає, що при великих x графiк фукцiї розташований вище асим-

птоти. В силу парностi функцiї, при x → −∞ похилою асимптотою є

пряма y = −x i графiк функцiї при x → −∞ також розташований вище

асимптоти. Знаходимо вертикальнi асимптоти графiка. Маємо

f(1 + 0) = lim
x→1+0

f(x) = 0 = f(1),

f(−1− 0) = lim
x→−1−0

f(x) = 0 = f(1),

lim
x→2+0

f(x) = +∞, lim
x→2−0

f(x) = −∞,

lim
x→−2+0

f(x) = −∞, lim
x→−2−0

f(x) = +∞.

Звiдси випливає, що графiк функцiї має двi вертикальнi асимптоти x =

−2 i x = 2, а в точках x = −1 i x = 1 функцiя неперервна злiва i справа,

вiдповiдно. У всiх iнших точках областi визначення функцiя неперервна, в

чому легко переконатись, використовуючи теореми про арифметичнi вла-

стивостi неперервних функцiй, неперервнiсть функцiї g(t) =
√
t (t > 0) та

теорему про неперервнiсть композицiї. У виколотих точках областi ви-

значення x = −2 i x = 2 яким би чином не доозначити дану функцiю,

отримана функцiя буде мати розрив другого роду, оскiльки у вказаних

точках не iснує скiнченних одностороннiх границь даної функцiї. Дослi-

джуємо функцiю на диференцiйовнiсть. У всiх внутрiшнiх точках областi
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визначення функцiя диференцiйовна, в чому легко переконатись, викори-

стовуючи теореми про арифметичнi властивостi диференцiйовних фун-

кцiй, диференцiйовнiсть функцiї g(t) =
√
t при t > 0 та теорему про

диференцiйовнiсть композицiї. Похiдна у внутрiшнiх точках дорiвнює

f ′(x) =

(
2x

√
x2 − 1 + x√

x2−1
x2
) (
x2 − 4

)
− 2x · x2

√
x2 − 1

(x2 − 4)2
=

=
x(x4 − 12x2 + 8)

(x2 − 4)2
√
x2 − 1

.

Далi,

f ′
+(1) = lim

x→1+0

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+0

x2
√
x2 − 1

(x − 1) (x2 − 4)
=

= lim
x→1+0

x2
√
x+ 1

x2 − 4
· 1√

x− 1
= −∞,

f ′
−(−1) = lim

x→−1−0

f(x)− f(−1)

x− (−1)
= lim

x→−1−0

x2
√
x2 − 1

(x + 1) (x2 − 4)
=

= lim
x→−1−0

x2
√
1− x

x2 − 4
· −1√

−x− 1
= +∞,

Двi останнi рiвностi означають, що в точцi x = 1 графiк функцiї має

правосторонню вертикальну дотичну, а в точцi x = −1 – лiвосторон-

ню вертикальну дотичну. Для знаходження коренiв похiдної достатньо

розв’язати рiвняння x4 − 12x2 + 8 = 0. Розв’язуючи його, знаходимо

x1 = −
√
2
(
3 +

√
7
)
≈ −3.36, x2 =

√
2
(
3 +

√
7
)
≈ 3.36. Два iнших розв’яз-

ки x′1 = −
√

2
(
3−

√
7
)
, x′2 =

√
2
(
3−

√
7
)

не належать до областi визначе-

ння функцiї. Якщо x ∈ (x1,−2)∪ (−2,−1)∪ (x2,+∞), то f ′(x) > 0, а якщо

x ∈ (−∞, x1)∪ (1, 2)∪ (2, x2), то f ′(x) < 0. Це означає, що функцiя строго

зростає на кожному з промiжкiв [x1,−2) , (−2,−1], [x2,+∞) i строго спа-

дає на кожному з промiжкiв (−∞, x1] , [1, 2), (2, x2]. При переходi через

точку x2 похiдна змiнює знак з ′′−′′ на ′′+′′. Тому точка x2 є точкою ло-

кального мiнiмуму функцiї i f (x2) =
(6+

√
28)

√
5+

√
28

2+
√
28

≈ 4.96. При переходi

через точку x1 похiдна функцiї змiнює знак з ′′−′′ на ′′+′′. Це означає, що



106 Роздiл 5

точка x1 є точкою локального мiнiмуму функцiї i f (x1) ≈ 4.96. Обчисли-

мо другу похiдну

f ′′(x) =
7x6 + 72x4 − 120x2 + 32

(x4 − 1)3 (x2 − 1)3/2
.

Ми не будемо знаходити коренi другої похiдної, а отже i точок перегину.

Вiдзначимо лише, що f ′′(x) → +∞ при x → 1 + 0. Це означає, що фун-

кцiя опукла донизу в правому пiвоколi точки 1. Якщо ж x → 2 − 0, то

f ′′(x) → −∞, тобто функцiя опукла догори в лiвому пiвоколi точки 2. За

неперервнiстю f ′′(x), знайдеться точка x3 ∈ (1, 2), в якiй похiдна f ′′ змi-

нить знак з ′′+′′ на ′′−′′. Це означає, що на iнтервалi (1, 2) дана функцiя

має точку перегину. Далi, f ′′(x) → +∞ при x → 2 + 0 i f ′′(x) > 0 при

достатньо великих x. Це означає, що функцiя f опукла донизу в правому

пiвоколi точки 2, а також при достатньо великих x. Iз парностi функцiї f

випливає, що на iнтервалi ∈ (−2,−1) також iснує точка перегину x4. Iз

встановлених властивостей функцiї f отримуємо, що множиною значень

даної функцiї є (−∞, 0] ∪
[
(6+

√
28)

√
5+

√
28

2+
√
28

,+∞
)

.

Використовуючи тепер всю отриману вище iнформацiю, будуємо гра-

фiк даної функцiї.

x

y

x1 x2

−2 2x4−1
0

1 x3

f (x2)

y = xy = −x



Диференцiальне числення 107

2. Провести повне дослiдження та побудувати графiк функцiї

f(x) = arcsin
2x

1 + x2
.

Область визначення D(f) визначається умовою
∣∣∣ 2x
1+x2

∣∣∣ ≤ 1. Оскiльки

ця нерiвнiсть рiвносильна наступнiй (1− |x|)2 ≥ 0, яка, очевидно, є спра-

ведливою для всiх x ∈ R, то D(f) = R. Функцiя непарна, оскiльки для

будь-якого x ∈ D(x) значення −x ∈ D(x) i f(−x) = −f(x). Тому графiк

функцiї симетричний вiдносно початку координат. Функцiя неперiодична,

оскiльки, наприклад, f(0) = 0, а f(0+T ) 6= 0 при будь-якому T > 0. Єдина

точка перетину графiка функцiї з координатними осями – початок коор-

динат. При x > 0 функцiя додатна, тобто графiк функцiї розташований

вище осi Ox, а при x < 0 функцiя вiд’ємна, тобто графiк функцiї розташо-

ваний нижче осi Ox. При x→ +∞ 2x
1+x2 → +0. Це означає, що пряма y = 0

є похилою асимптотою графiка функцiї при x→ +∞ i при цьому графiк

розташований вище асимптоти. За непарнiстю функцiї, пряма y = 0 є

також похилою асимптотою графiка функцiї при x → −∞ i при цьому

графiк функцiї розташований нижче асимптоти. Функцiя неперервна в

кожнiй точцi. Звiдси, зокрема, випливає, що вертикальних асимптот гра-

фiк функцiї не має. Дослiдимо функцiю на диференцiйовнiсть. Маємо

f ′(x) =
1√

1−
(

2x
1+x2

)2 · 2
(
1 + x2

)
− 2x · 2x

(1 + x2)2
=

= 2
1− x2

(1 + x2) |1− x2| =
2

1 + x2
· sign

(
1− x2

)
(|x| 6= 1).

Для знаходження одностороннiх похiдних в точцi x0 = 1 скористаємось

правилом Лопiталя i отримаємо

f ′
−(1) = lim

x→1−0

arcsin 2x
1+x2 − arcsin 1

x− 1
= lim

x→1−0

2 sign
(
1− x2

)

1 + x2
= 1,

f ′
+(1) = lim

x→1+0

arcsin 2x
1+x2 − arcsin 1

x− 1
= lim

x→1+0

2 sign
(
1− x2

)

1 + x2
= −1.
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Звiдси випливає, що дана функцiя недиференцiйовна в точцi x0 = 1. За

непарнiстю, функцiя недиференцiйовна також i в точцi x1 = −1. На iн-

тервалi (−∞,−1) похiдна f ′(x) < 0, тобто функцiя спадає, на iнтервалi

(−1, 1) похiдна f ′(x) > 0, тобто функцiя зростає, на iнтервалi (1,+∞) по-

хiдна f ′(x) < 0, тобто функцiя спадає. Отже, критична точка x1 = −1

є точкою локального мiнiмуму, а критична точка x0 = 1 – точкою ло-

кального максимуму. Обчислимо значення функцiї в точцi локального

максимуму f(1) = arcsin 1 = π
2 , i, за непарнiстю функцiї, f(−1) = −π

2 .

Звiдси отримуємо, що множина значень функцiї – вiдрiзок
[
−π

2 ,
π
2

]
. Для

дослiдження опуклостi знайдемо другу похiдну

f ′′(x) =





(
−2

1+x2

)′
= 4x

(1+x2)2
(|x| > 1),

(
2

1+x2

)′
= −4x

(1+x2)2
(|x| < 1).

На iнтервалi (−∞,−1) f ′′(x) < 0, тобто функцiя опукла догори, на iнтер-

валi (−1, 0) f ′′(x) > 0, тобто функцiя опукла донизу, на iнтервалi (0, 1)

f ′′(x) < 0, тобто функцiя опукла догори, на iнтервалi (1,+∞) f ′′(x) > 0,

тобто функцiя опукла донизу. При переходi через точки −1, 0, 1 функцiя

змiнює характер опуклостi. Це означає, що точки
(
−1,−π

2

)
, (0, 0) i

(
1, π2

)

є точками перегину графiка функцiї. Оскiльки f(0) = 0, f ′(0) = 2, то пря-

ма y = 2x є дотичною до графiка функцiї в початку координат. Оскiльки

f ′
−(1) = 1, f ′

+(1) = −1, то лiвосторонньою дотичною до графiка в точцi
(
1, π2

)
є пряма y = π

2 +x−1, правосторонньою– пряма y = π
2 −x+1. В точцi

(
−1,−π

2

)
одностороннi дотичнi знаходимо виходячи з непарностi функцiї.

Використовуючи всю отриману вище iнформацiю, будуємо графiк даної

функцiї.

0 1 x

π
2

y

−1

−π
2
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3. Провести повне дослiдження побудувати графiк функцiї

f(x) = (x + 2)e
1
x .

Область визначення даної функцiї D(f) = R \ {0}. Оскiльки f(−2) =

0, i f(x) 6= 0 при всiх x ∈ D(f) \ {−2}, то дана функцiя є функцiєю

загального вигляду i неперiодична. Оскiльки 0 /∈ D(f), то графiк функцiї

не перетинає вiсь Oy. Єдиною точкою перетину графiка з вiссю Ox є точка

(−2, 0). При x > −2 функцiя f(x) > 0, тобто графiк розташований вище

осi Ox, а при x < −2 f(x) < 0, тобто графiк розташований нижче осi Ox.

Знаходимо похилi асимптоти

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞
(x+ 2)e

1
x

x
= lim

x→+∞
x+ 2

x
· lim
x→+∞

e
1
x = 1 ≡ k,

lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(
(x+ 2)e

1
x − x

)
=

= lim
x→+∞

(
x
(
e

1
x − 1

)
+ 2e

1
x

)
=

= lim
x→+∞

e
1
x − 1
1
x

+ 2 lim
x→+∞

e
1
x = 1 + 2 = 3 ≡ b.

Це означає, що при x → +∞ похилою асимптотою графiка функцiї є

пряма y = x+3. Всi знайденi границi залишуться такими ж i при x→ −∞.

Це означає, що пряма y = x+3 є також асимптотою графiка функцiї i при

x→ −∞. Розташування графiка функцiї вiдносно асимптоти встановимо

нижче, виходячи з опуклостi функцiї. Вертикальна асимптота може бути

хiба що в точцi x = 0. Маємо

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(x + 2)e
1
x = +∞, lim

x→0−
f(x) = lim

x→0−
(x + 2)e

1
x = 0.

Це означає, що пряма x = 0 є вертикальною асимптотою графiка функцiї.

Виходячи з арифметичних властивостей неперервних функцiй та теореми

про неперервнiсть композицiї, отримуємо, що дана функцiя неперервна у

всiх точках областi визначення. Користуючись теоремою про арифмети-

чнi властивостi диференцiйовних функцiй та теоремою про диференцi-

йовнiсть композицiї, отримуємо, що дана функцiя диференцiйовна у всiх
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точках областi визначення. Знаходимо похiдну

f ′(x) = e
1
x + (x+ 2)e

1
x

(
− 1

x2

)
= e

1
x

(
1− 1

x
− 2

x2

)
.

Оскiльки e
1
x > 0 для всiх x ∈ D(f), то знак похiдної визначається знаком

виразу 1 − 1
x − 2

x2 . Покладемо t = 1
x i розглянемо квадратний тричлен

1 − t − 2t2. Його коренi t = −1 i t = 1
2 ; при цьому 1 − t − 2t2 > 0 при

−1 < t < 1
2 i 1 − t − 2t2 < 0 при t ∈ (−∞,−1) ∪

(
1
2 ,+∞

)
. Оскiльки t = 1

x ,

то отримуємо умову −1 < 1
x < 1

2 . Звiдси x ∈ (−∞,−1) ∪ (2,+∞). Далi,

умова 1
x ∈ (−∞,−1) ∪

(
1
2 ,+∞

)
равносильна такiй x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 2).

Отже, отримуємо, що f ′(x) > 0 при x ∈ (−∞,−1) ∪ (2,+∞) i f ′(x) < 0

при x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 2). Це означає, що на iнтервалах (−∞,−1) i (2,+∞)

функцiя строго зростає, а на iнтервалах (−1, 0) и (0, 2) – строго спадає.

При цьому точка −1 є точкою строгого локального максимуму i f ′(−1) =

0, f(−1) = 1
e , а точка 2 є точкою строгого локального мiнiмуму i f ′(2) =

0, f(2) = 4
√
e ≈ 6.6. Оскiльки iснує границя злiва в точцi 0, то можемо

визначити кут нахилу, пiд яким графiк функцiї входить в точку (0, 0)

злiва. Для цього знайдемо

lim
x→0−

f(x)− f(0−)

x− 0
= lim

x→0−
(x+ 2)e

1
x

x
= 2 lim

x→0−
e

1
x

x
=

= −2 lim
y→+∞

y

ey
= 0.

Це означає, що вiсь Ox є лiвосторонньою дотичною до графiка функцiї в

точцi (0, 0). Дослiдимо опуклiсть. Для цього знаходимо

f ′′(x) = e
1
x

(
− 1

x2

)(
1− 1

x
− 2

x2

)
+ e

1
x

(
1

x2
+

4

x3

)
=

= e
1
x

(
5

x3
+

4

x4

)
.

Якщо x > 0, то f ′′(x) > 0, i, отже, функцiя опукла донизу на (0,+∞).

Звiдси, зокрема, випливає, що при x → +∞ графiк функцiї розташова-

ний вище похилої асимптоти. Нехай x < 0. Тодi представимо f ′′(x) =
e

1
x

x3

(
5 + 4

x

)
. Якщо 5 + 4

x > 0, тобто 5x + 4 < 0, x < − 4
5 , то f ′′(x) < 0, i
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тому функцiя опукла догори. Звiдси, зокрема, випливає, що при x→ −∞
графiк функцiї розташований нижче своєї похилої асимптоти. Якщо ж

− 4
5 < x < 0, то f ′′(x) > 0, тобто функцiя опукла донизу на iнтервалi

(
− 4

5 , 0
)
. При переходi через точку − 4

5 друга похiдна f ′′(x) змiнює знак з
′′−′′ на ′′+′′. Тому точка

(
− 4

5 , f
(
− 4

5

))
є точкою перегину графiка функцiї.

Обчислимо f
(
− 4

5

)
= 6

5e
− 5

4 ≈ 0, 37.

Використовуючи тепер всю отриману вище iнформацiю, будуємо гра-

фiк функцiї.

−1

1/e

0 2

3

−3
−2 x

y

4
√
e

Iз отриманої вище iнформацiї, зокрема, випливає, що множиною значень

даної функцiї є множина
(
−∞, 1e

]
∪ [4

√
e,+∞).

Контрольнi питання

1. Неперервнi функцiї, означення та приклади.

2. Точки розриву та їх класифiкацiя.

3. Властивостi неперервних функцiй.

4. Монотоннi функцiї.

5. Властивiсть промiжних значень.

6. Теореми Вейєрштрасса.

7. Показникова, логарифмiчна та степенева функцiї.

8. Друга визначна границя та наслiдки з неї.



Роздiл 6. Невизначений iнтеграл

6.1 Означення та таблиця iнтегралiв

Нам знадобиться поняття диференцiала функцiї.

Означення. Нехай функцiя f диференцiйовна в точцi x. Лiнiйна фун-

кцiя dy = f ′ (x) dx змiнної dx називається диференцiалом функцiї f в

точцi x i позначається через

df (x) = f ′ (x) dx.

Властивостi диференцiала визначаються властивостями похiдних та

правилами диференцiювання. Наприклад,

d(uv)(x) = (u′(x)v(x) + u(x)v′(x)) dx = u(x) dv(x) + v(x) du(x),

або, коротше,

d(uv) = udv + v du.

Аналогiчно, маємо

d
(u
v

)
=
v du− udv

v2
.

Означення. Нехай функцiя f визначена на iнтервалi I. Якщо iснує

функцiя F , диференцiйовна на iнтервалi I i така, що F ′(x) = f(x) для

всiх x ∈ I, то функцiя F називається первiсною для функцiї f на цьому

iнтервалi.

Наприклад, f(x) = 2xex
2

, F (x) = ex
2

(−∞ < x < +∞).

Якщо у функцiї f iснує одна первiсна, то iснує i нескiнченно бага-

то первiсних. Справдi, кожна функцiя F (x) + C, де C – стала, також є

первiсною, оскiльки (F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x). За допомогою теореми

Лагранжа легко можна довести, що рiзниця двох будь-яких первiсних є

112
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сталою. Таким чином, сукупнiсть усiх первiсних заданої функцiї f має

вигляд F (x) + C, де F (x) – одна з первiсних.

Означення. Сукупнiсть усiх первiсних функцiї f називається неви-

значеним iнтегралом функцiї f i позначається через
∫
f(x) dx. При цьому

сама функцiя f(x) називається пiдiнтегральною функцiєю, а f(x) dx на-

зивається пiдiнтегральним виразом.

Як вiдзначено вище, якщо F (x) – одна з первiсних функцiї f(x), то

справедлива наступна рiвнiсть:
∫
f(x) dx = F (x) + C,

де C – стала.

Операцiя знаходження первiсної називається iнтегруванням.

Таблиця iнтегралiв (перевiрити шляхом диференцiювання).

1.

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C (n 6= −1).

2.

∫
dx

x
= ln |x| + C.

3.

∫
dx

1 + x2
=

{
arctg x+ C,

− arcctg x+ C.

4.

∫
dx

1− x2
=

1

2
ln

∣∣∣∣
1 + x

1− x

∣∣∣∣+ C.

5.

∫
dx√
1− x2

=

{
arcsinx+ C,

− arccosx+ C.

6.

∫
dx√
x2 ± 1

= ln
∣∣∣x +

√
x2 ± 1

∣∣∣+ C.

7.

∫
ax dx =

ax

ln a
+ C (a > 0, a 6= 1);

∫
ex dx = ex + C.

8.

∫
sinx dx = − cos x+ C.
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9.

∫
cosx dx = sinx + C.

10.

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C.

11.

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C.

12.

∫
shx dx = chx+ C.

13.

∫
chx dx = shx+ C.

14.

∫
dx

sh2 x
= − cthx+ C.

15.

∫
dx

ch2 x
= thx+ C.

16.

∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C (a 6= 0).

17.

∫
dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣
a+ x

a− x

∣∣∣∣+ C (a 6= 0).

18.

∫
x dx

a2 ± x2
= ±1

2
ln
∣∣a2 ± x2

∣∣+ C.

19.

∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C (a > 0).

20.

∫
dx√
x2 ± a2

= ln
∣∣∣x +

√
x2 ± a2

∣∣∣+ C (a > 0).

21.

∫
x dx√
a2 ± x2

= ±
√
a2 ± x2 + C.
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22.

∫ √
a2 − x2 dx =

x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C (a > 0).

23.

∫ √
x2 ± a2 dx =

x

2

√
x2 ± a2 ± a2

2
ln
∣∣∣x +

√
x2 ± a2

∣∣∣+ C.

6.2 Елементарнi властивостi невизначеного

iнтеграла

1. Якщо функцiя F диференцiйовна на iнтервалi I, то

∫
F ′(x) dx = F (x) + C.

Це одразу випливає з означення похiдної.

2. Якщо
∫
f(x) dx = F (x) + C i

∫
g(x) dx = G(x) + C, то

∫
[f(x) +

g(x)] dx = F (x) +G(x) + C, або, що те ж саме,

∫
[f(x) + g(x)] dx =

∫
f(x) dx +

∫
g(x) dx.

Справдi, за припущеннями

(F (x) +G(x))
′
= F ′(x) +G′(x) = f(x) + g(x).

3. Якщо
∫
f(x) dx = F (x) + C, то

∫
[αf(x)] dx = αF (x) + C для будь-

якої сталої α 6= 0, або, що те ж саме,

∫
[αf(x)] dx = α

∫
f(x) dx.

Це очевидно випливає з означення.

4. Якщо
∫
f(t) dt = F (t) + C, то для будь-якої сталої a 6= 0 i для

будь-якого b ∫
f(ax+ b) dx =

1

a
F (ax + b) + C.
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Справдi,
[
1

a
F (ax + b)

]′
=

1

a
F ′(ax + b) · a = f(ax+ b).

Наприклад, ∫
cos(2x+ 3) dx =

1

2
sin(2x + 3) + C.

6.2.1 Iнтегрування частинами та замiна змiнної

Теорема (формула iнтегрування частинами). Нехай функцiї

u(x) i v(x) диференцiйовнi на iнтервалi I. Якщо одна з функцiй u(x)v′(x)

чи u′(x)v(x) має первiсну на iнтервалi I, то на цьому iнтервалi має

первiсну i iнша функцiя, причому справедлива рiвнiсть
∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x) −

∫
u′(x)v(x) dx.

Доведення одразу випливає iз правила диференцiювання добутку.

Справдi, за правилом диференцiювання добутку, маємо

[u(x)v(x)]′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Звiдси отримуємо потрiбну рiвнiсть.

Коротко правило iнтегрування частинами можна записати так:
∫
u dv = uv −

∫
v du.

В цьому запису використовується формула обчислення диференцiала фун-

кцiї du(x) = u′(x) dx.

Приклади

1.
∫
xexdx =

[
u = x, dv = ex dx

du = dx, v = ex

]
=

= xex −
∫

exdx = xex − ex + C.

2.
∫
x cos x dx =

[
u = x, dv = cosx dx

du = dx, v = sinx

]
=
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= x sin x −
∫

sinx dx = x sinx + cosx+ C.

3.
∫
x ln x dx =

[
u = lnx, dv = x dx

du = dx
x , v = x2

2

]
= x2

2 lnx − 1
2

∫
x dx =

=
x2

2
lnx − x2

4
+ C.

Наступний приклад показує такий спосiб застосування формули iнте-

грування частинами, коли в правiй частинi з’являється такий же iнтеграл,

як i в лiвiй. Тодi шуканий iнтеграл може бути знайдений iз отриманої рiв-

ностi.

4.
∫
ex cosx dx =

[
u = ex, dv = cosx dx

du = exdx, v = sinx

]
=

= ex sinx−
∫

ex sinx dx =

= ex sinx−
[
u = ex, dv = sinx dx

du = exdx, v = − cos x

]
=

= ex sinx + ex cosx −
∫

ex cosx dx.

З цiєї рiвностi знаходимо
∫

ex cosx dx =
ex

2
[sinx+ cosx] + C.

Теорема (про замiну змiнної в iнтегралi). Нехай функцiя f має

первiсну на iнтервалi I, тобто
∫
f(t)dt = F (t) + C.

Нехай, далi, функцiя ϕ диференцiйовна на iнтервалi ∆ i ϕ(∆) ⊂ I. Тодi

справедлива рiвнiсть
∫
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx = F (ϕ(x)) + C.
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Доведення. Справдi, за правилом диференцiювання композицiї, ма-

ємо

[F (ϕ(x))]
′
= F ′ (ϕ(x))ϕ′(x) = f (ϕ(x))ϕ′(x).

Приклади

1.
∫
sin3 x dx =

∫
sinx(1 − cos2 x) dx =

[
cosx = t,

dt = − sin x dx

]
=

=

∫
(t2 − 1) dt =

t3

3
− t+ C =

cos3 x

3
− cosx + C.

2.
∫

dx
1+ex =

[
перетворимо 1

1+ex = 1
ex(e−x+1) = e−x

1+e−x

покладемо 1 + e−x = t, dt = −e−x dx

]
=

= −
∫
dt

t
= − ln |t|+ C = − ln(1 + e−x) + C =

= − ln
1 + ex

ex
+ C = x− ln(1 + ex) + C.

Зауваження. Ми використали рiвнiсть
∫

dx
x = ln |x|+C. Цю рiвнiсть

слiд застосовувати окремо для промiжкiв (0,+∞) i (−∞, 0). При x > 0

вона справедлива, оскiльки |x| = x, (lnx + C)′ = 1
x . Якщо ж x < 0, то

|x| = −x, (ln(−x) + C)′ = 1
−x · (−1) = 1

x , i тому ця рiвнiсть справедлива i

в цьому випадку.

Отже, якщо заданий iнтеграл має вигляд
∫
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx, то, вико-

нуючи замiну змiнної t = ϕ(x), приходимо до iнтеграла
∫
f(t) dt. Часто

замiну змiнної в iнтегралi
∫
g(x) dx застосовують у виглядi x = ψ(t), по-

тiм обчислюють iнтеграл по t, а щоб повернутись до початкової змiнної x,

потрiбно виразити нову змiнну t через x.

Приклад. Нехай I =
∫ √

1− x2 dx.

Для обчислення цього iнтеграла покладемо x = sin t. Тодi

dx = cos t dt,
√
1− x2 =

√
1− sin2 t =

√
cos2 t = cos t.
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Пiдставляючи в початковий iнтеграл, отримуємо

I =

∫
cos2 t dt =

∫
1 + cos 2t

2
dt =

t

2
+

sin 2t

4
+ C.

З рiвностi x = sin t маємо t = arcsinx, i тому

I =
arcsinx

2
+
x
√
1− x2

2
+ C.

Обчислимо цей iнтеграл ще одним способом, заснованим на застосу-

ваннi формули iнтегрування частинами.

I =

∫ √
1− x2 dx =

[
u =

√
1− x2, dv = dx

du = − x√
1−x2 dx, v = x

]
=

= x
√
1− x2 +

∫
x2√
1− x2

dx =

= x
√

1− x2 +

∫
x2 − 1 + 1√

1− x2
dx = x

√
1− x2 − I +

∫
dx√
1− x2

.

Скориставшись тепер рiвнiстю
∫

dx√
1−x2 = arcsinx + C, отримаємо, що

I = x
√
1− x2 − I + arcsinx. Звiдси випливає

I =
1

2

[
x
√

1− x2 + arcsinx
]
+ C.

6.3 Iнтегрування деяких спецiальних класiв

функцiй

6.3.1 Iнтегрування рацiональних функцiй

Рацiональною функцiєю (або дробом) називається функцiя виду

f(x) =
P (x)

Q(x)
,

де P (x) i Q(x) – многочлени. Якщо степiнь чисельника менше степеня

знаменника, то рацiональний дрiб називається правильним. Добре вiдомо,

що кожний рацiональний дрiб можна представити у виглядi

P (x)

Q(x)
= R(x) +

P1(x)

Q(x)
,
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де R(x) – многочлен, а дрiб P1(x)
Q(x) – правильний. Оскiльки iнтеграли вiд

многочленiв обчислюються зовсiм просто, то будемо розглядати лише ме-

тоди iнтегрування правильних дробiв.

Будемо розрiзняти наступнi чотири види дробiв.

1. A
x−a , де A, a – сталi.

2. A
(x−a)k

, де A, a – сталi, k = 2, 3, . . ..

3. Mx+N
x2+px+q , де M, N, p, q – сталi, квадратний тричлен в знаменнику

не має дiйсних коренiв.

4. Mx+N
(x2+px+q)k

, де M, N, p, q – сталi, k = 2, 3, . . ., квадратний тричлен

в знаменнику не має дiйсних коренiв.

Покажемо як обчислюються iнтеграли вiд кожного iз цих дробiв.

1.
∫

A
x−a

dx = A ln |x− a| + C.

2.
∫

A
(x−a)k

dx = − A
k−1 · 1

(x−a)k−1 + C.

3.
∫

Mx+N
x2+px+q dx. Для обчислення цього iнтеграла представимо пiдiнте-

гральну функцiю у виглядi

Mx+N

x2 + px + q
=

M
2 (2x + p) +N − pM

2

x2 + px + q
=

=
M

2
· 2x+ p

x2 + px + q
+

N − pM
2

x2 + px + q
.

Для обчислення iнтеграла вiд першого доданка справа, очевидно, доста-

тньо виконати замiну t = x2 + px+ q. Тодi отримаємо
∫

2x+ p

x2 + px + q
dx = ln(x2 + px + q) + C.

Для обчислення другого iнтеграла справа видiлимо повний квадрат в зна-

меннику, тобто представимо знаменник у виглядi x2 + px+ q = (x+ p
2 )

2 +

q − p2

4 . Оскiльки квадратний тричлен в знаменнику не має дiйсних коре-

нiв, то його дискримiнант p2

4 − q < 0. Позначимо a2 = q − p2

4 . Виконуючи

замiну x+ p
2 = t, отримаємо
∫

1

x2 + px + q
dx =

∫
1

(x+ p
2 )

2 + a2
dx =

∫
dt

t2 + a2
=
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=
1

a2

∫
dt

t2

a2 + 1
=

1

a

∫
d
(
t
a

)
(
t
a

)2
+ 1

=
1

a
arctg

t

a
+ C.

Повертаючись тепер до старої змiнної, тобто пiдставивши t = x + p
2 ,

a =
√
q − p2

4 , отримаємо початковий iнтеграл.

4.
∫

Mx+N
(x2+px+q)k

dx. Для обчислення цього iнтеграла, як i в попередньо-

му випадку, представимо пiдiнтегральну функцiю у виглядi

Mx+N

(x2 + px + q)k
=

M
2 (2x+ p) +N − pM

2

(x2 + px + q)k
=

=
M

2
· 2x+ p

(x2 + px+ q)k
+

N − pM
2

(x2 + px + q)k
.

Для обчислення iнтеграла вiд першого доданка справа, очевидно, доста-

тньо виконати замiну t = x2 + px + q. Тодi отримаємо
∫

2x+ p

(x2 + px + q)k
dx =

1

−k + 1
(x2 + px + q)−k+1 + C.

Для обчислення iнтеграла вiд другого доданка, як i в попередньому ви-

падку, видiлимо повний квадрат з квадратного тричлена в знаменнику.

Тодi пiсля замiни змiнної t = x + p
2 вiн зведеться до iнтеграла виду

∫
dt

(t2+a2)k
. Позначимо цей iнтеграл через Ik i виведемо рекурентну фор-

мулу для обчислення цього iнтеграла. Будемо застосовувати формулу iн-

тегрування частинами. Маємо

Ik =

∫
dt

(t2 + a2)k
=

[
u = 1

(t2+a2)k
, dv = dt

du = − 2kt
(t2+a2)k+1 dt, v = t

]
=

=
t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
t2

(t2 + a2)k+1
dt =

=
t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
t2 + a2 − a2

(t2 + a2)k+1
dt =

=
t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
dt

(t2 + a2)k
− 2ka2

∫
dt

(t2 + a2)k+1
=
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=
t

(t2 + a2)k
+ 2kIk − 2ka2Ik+1.

Звiдси знаходимо

Ik+1 =
1

2ka2

[
t

(t2 + a2)k
+ (2k − 1)Ik

]
(k = 1, 2, . . .).

При цьом, як вже обчислено ранiше,

I1 =

∫
dt

t2 + a2
=

1

a
arctg

t

a
+ C.

Отже, i в цьому випадку ми отримали правило обчислення iнтеграла вiд

дробу четвертого виду.

З основної теореми алгебри випливає, що кожний многочлен з дiй-

сними коефiцiєнтами може бути поданим у виглядi добутку скiнченного

числа лiнiйних множникiв виду x − a та квадратичних множникiв виду

x2 + px + q, де p2

4 − q < 0. А саме, справедлива рiвнiсть

Q(x) = A(x− a1)
k1 . . . (x − ar)

kr (x2 + p1x+ q1)
m1 . . . (x2 + psx + qs)

ms ,

де ki i mi – цiлi невiд’ємнi числа.

Використовуючи це представлення, можна показати, що справдлива

наступна

Теорема. Нехай P (x)
Q(x) – правильний дрiб, знаменник якого Q(x) допу-

скає вказане розвинення. Тодi цей дрiб єдиним чином може бути пред-

ставленим у виглядi суми простих дробiв, тобто,

P (x)

Q(x)
=

r∑

i=1

ki∑

j=1

Aij

(x − ai)j
+

s∑

i=1

mi∑

j=1

Mijx+Nij

(x2 + pix+ qi)j
.

Вище вже показано, що iнтеграл вiд кожного простого дробу можна

виразити через елементарнi функцiї. Таким чином, справедлива

Теорема (про iнтегрування рацiональної функцiї). Кожний ра-

цiональний дрiб має первiсну, яка виражається через елементарнi фун-

кцiї, а саме, через рацiональнi, логарифмiчнi та функцiї арктангенса.
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Приклад 1. Обчислити
∫

2x2−3x+3
x3−2x2+x dx. В першу чергу звернемо увагу

на те, що пiдiнтегральна функцiя є правильним дробом i тому цiлу части-

ну видiляти не треба. Розвинемо знаменник на множники: x3 − 2x2 + x =

x(x − 1)2. Тодi пiдiнтегральна функцiя може бути подана у виглядi

2x2 − 3x + 3

x(x − 1)2
=
A

x
+

B

x− 1
+

C

(x − 1)2
,

де A, B, C – сталi коефiцiєнти. Для їх знаходження приведемо вираз

справа до спiльного знаменника i, прирiвнюючи чисельники отриманих

дробiв, знайдемо

2x2 − 3x+ 3 = A(x − 1)2 +Bx(x − 1) + Cx.

Оскiльки ця тотожнiсть справедлива для всiх x, окрiм x = 0, x = 1,

то коефiцiєнти цих многочленiв при однакових степенях x спiвпадають.

Прирiвнюючи їх, отримаємо систему лiнiйних рiвнянь

x2 : 2 = A+B,

x : −3 = −2A− B + C,

x0 : 3 = A.





Розв’язуючи цю систему, знаходимо A = 3, B = −1, C = 2. Пiдставивши

цi значення в розвинення пiдiнтегральної функцiї i обчислюючи вiдповiд-

нi iнтеграли, отримуємо
∫

2x2 − 3x+ 3

x3 − 2x2 + x
dx =

∫ (
3

x
+

−1

x − 1
+

2

(x− 1)2

)
dx =

= 3 ln |x| − ln |x − 1| − 2

x− 1
+ C = ln

|x|3
|x− 1| −

2

x− 1
+ C.

Приклад 2. Обчислити I =
∫

x dx
x3+1 . Знову маємо iнтеграл вiд пра-

вильного дробу. Як i в попередньому прикладi, розвинемо знаменник на

множники:

x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x + 1).

Розвиваємо пiдiнтегральний вираз з неозначеними коефiцiєнтами

x

x3 + 1
=

A

x+ 1
+

Mx+N

x2 − x+ 1
,
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звiдки x = A(x2 − x + 1) + (Mx + N)(x + 1). Прирiвнюючи коефiцiєн-

ти при однакових степенях x, складаємо систему лiнiйних рiвнянь для

знаходження чисел A, M, N :

x2 : 0 = A+M,

x : 1 = −A+M +N,

x0 : 0 = A+N.





Розв’язуючи цю систему, знаходимо A = − 1
3 , M = N = 1

3 . Тому

I =

∫
x dx

x3 + 1
=

∫ ( − 1
3

x+ 1
+

1
3x+ 1

3

x2 − x+ 1

)
dx

= −1

3
ln |x + 1|+ 1

3

∫
x + 1

x2 − x+ 1
dx.

Обчислимо окремо

I1 =

∫
x+ 1

x2 − x+ 1
dx =

1

2

∫
2x− 1

x2 − x + 1
dx +

3

2

∫
dx

x2 − x + 1
=

=
1

2
ln(x2 − x + 1) +

3

2

∫
dx

(
x − 1

2

)2
+ 3

4

=

=
1

2
ln(x2 − x+ 1) +

3

2
· 1

√
3
2

arctg
x− 1

2√
3
2

+ C =

=
1

2
ln(x2 − x+ 1) +

√
3 arctg

2x− 1√
3

+ C.

Пiставивши це в попередню рiвнiсть, маємо

I = −1

3
ln |x+ 1| + 1

3
I1 =

= −1

3
ln |x + 1|+ 1

6
ln(x2 − x+ 1) +

1√
3
arctg

2x − 1√
3

+ C.

Метод Остроградського. Цей метод iнтегрування рацiональних дро-

бiв призначений для видiлення рацiональної частини з iнтегралу вiд ра-

цiональної функцiї. А саме, використовуючи вiдзначене вище розвинення
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знаменника Q(x), iнтеграл вiд правильного дробу подається у виглядi
∫
P (x)

Q(x)
dx =

∫
P (x)

A
r∏

i=1

(x − ai)ki

s∏
j=1

(x2 + pjx+ qj)mj

dx =

=
Rk1+...+kr+2(m1+...+ms)−r−2s−1(x)

r∏
i=1

(x − ai)ki−1
s∏

j=1

(x2 + pjx+ qj)mj−1

+

+

∫
Sr+2s−1(x)

r∏
i=1

(x− ai)
s∏

j=1

(x2 + pjx+ qj)
dx,

де многочлени Rk1+...+kr+2(m1+...+ms)−r−2s−1(x) и Sr+2s−1(x) степеня k1+

. . . + kr + 2(m1 + . . . + ms) − r − 2s − 1 и r + 2s − 1, вiдповiдно, мають

невизначенi коефiцiєнти. Цi коефiцiєнти знаходяться потiм за умови рiв-

ностi похiдних лiвої та правої частин записаної рiвностi. Таким чином,

обчислення iнтеграла вiд правильного дробу зводиться до обчислення iн-

теграла вiд iншого правильного дробу, у якого в знаменнику всi множники

лише в першому степенi. Тим самим вiдпадає необхiднiсть у використан-

нi отриманої вище рекурентної формули для обчислення iнтегралiв вiд

простого дробу четвертого виду.

6.3.2 Iнтеграли виду
∫
R(sinx, cos x) dx

Iнтеграли вказаного виду, де R(u, v) – рацiональна функцiя змiнних u i v,

також можуть бути вираженi через елементарнi функцiї. Задача обчи-

слення цих iнтегралiв за допомогою вiдповiдної замiни змiнної може бути

зведена до обчислення iнтеграла вiд рацiональної функцiї. Справдi, якщо

покладемо t = tg x
2 , то отримаємо

cosx = cos2
x

2
− sin2

x

2
=

cos2 x
2 − sin2 x

2

cos2 x
2 + sin2 x

2

=
1− tg2 x

2

1 + tg2 x
2

=
1− t2

1 + t2
,

sinx = 2 sin
x

2
cos

x

2
=

2 sin x
2
cos x

2

cos2 x
2 + sin2 x

2

=
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

=
2t

1 + t2
,
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x = 2arctg t, dx =
2 dt

1 + t2
.

Якщо всi цi представлення пiдставити у початковий iнтеграл, то, очеви-

дно, отримаємо iнтеграл вiд рацiональної вiдносно змiнної t функцiї.

Вiдзначимо, що в деяких випадках iнтеграли вказаного виду можуть

бути обчисленi i бiльш простим способом. Наприклад, iнтеграл виду
∫
R(sin2 x, cos2 x) dx,

де R(u, v) – рацiональна функцiя двох змiнних, зводиться до iнтеграла
∫
Q(t) dt, де Q – рацiональна функцiя однiєї змiнної. Справдi, достатньо

використати наступнi рiвностi

cos2 x =
1

1 + tg2 x
=

1

1 + t2
, sin2 x =

tg2 x

1 + tg2 x
=

t2

1 + t2
.

Тодi замiна змiнної t = tg x приводить до iнтеграла
∫
Q1(t)

dt
1+t2 , де Q1 –

рацiональна функцiя, а отже i Q(t) = Q1(t)
1+t2 – рацiональна функцiя.

Приклади

1.

∫
dx

sin4 x cos2 x
= [t = tg x] =

∫
(1 + t2)2

t4
dt =

= − 1

3t3
− 2

t
+ t+ C = −1

3
ctg3 x− 2 ctg x+ tg x+ C.

2.

∫
tg3 x dx =

[
t = tg x, dx =

dt

1 + t2

]
=

∫
t3

1 + t2
dt =

=

∫
(t3 + t)− t

1 + t2
dt =

∫
t dt−

∫
t

1 + t2
dt =

=
t2

2
−
[
1 + t2 = z, dz = 2t dt

]
=
t2

2
− 1

2

∫
dz

z
=

=
t2

2
− 1

2
ln(1 + t2) + C =

tg2 x

2
+ ln | cosx| + C.
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3.

∫
cos4 x

sin3 x
dx =

∫
cos4 x

sin4 x
sinx dx =

[
t = cosx,

dt = − sin x dx

]
=

= −
∫

t4

(1− t2)2
dt = −

[
u = t3, dv = t dt

(1−t2)2

du = 3t2 dt, v = 1
2
· 1
1−t2

]
=

= −1

2
· t3

1− t2
+

3

2

∫
t2

1− t2
dt = −1

2
· t3

1− t2
− 3

2

∫
(1− t2)− 1

1− t2
dt =

= −1

2
· t3

1− t2
− 3

2

∫
dt+

3

2

∫
dt

1− t2
=

=
1

2
· t3

t2 − 1
− 3

2
t+

3

4
ln

∣∣∣∣
1 + t

1− t

∣∣∣∣+ C =

= −1

2
· cos

3 x

sin2 x
− 3

2
cosx +

3

4
ln

∣∣∣∣
1 + cosx

1− cosx

∣∣∣∣+ C.

При обчисленнi iнтегралiв вiд тригонометричних функцiй часто вияв-

ляються корисними наступнi формули пониження степеня:

cos2 x =
1 + cos 2x

2
, sin2 x =

1− cos 2x

2
.

Покажемо їх застосування на прикладi.

4.

∫
sin2 x cos4 x dx =

1

4

∫
sin2 2x cos2 x dx =

=
1

8

∫ (
sin2 2x + sin2 2x cos 2x

)
dx =

=

∫ (
1

16
(1− cos 4x) +

1

8
sin2 2x cos 2x

)
dx =

=
x

16
− sin 4x

64
+

sin3 2x

48
+ C.
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6.3.3 Iнтеграли виду
∫
R
(
x

p1
q1 , . . . , x

pn
qn

)
dx

Iнтеграли вказаного виду, де R – рацiональна функцiя своїх аргументiв,

а числа pi i qi – натуральнi, можуть бути зведеними до iнтегралу вiд

рацiональної функцiї. Для цього достатньо знайти число N – найменше

спiльне кратне всiх знаменникiв qi i зробити замiну змiнної x = tN .

Приклад

∫
1 +

√
x − 2 3

√
x

2 + 6
√
x

dx =

[
x = t6,

dx = 6t5
dt

]
=

∫
1 + t3 − 2t2

2 + t
· 6t5 dt.

6.3.4 Iнтеграли виду
∫
R

(
x,
(

αx+β
γx+δ

)1/m)
dx

Для обчислення таких iнтегралiв покладемо t = m

√
αx+β
γx+δ . Тодi отримаємо

tm =
αx + β

γx + δ
=⇒ γtmx + δtm = αx + β =⇒ x =

β − δtm

γtm − α
≡ ϕ(t).

Оскiльки ϕ – рацiональна функцiя, композицiя рацiональних функцiй є

рацiональною функцiєю i похiдна ϕ′ також рацiональна, то в результатi

такої замiни отримаємо iнтерал вiд рацiональної функцiї
∫
R(ϕ(t), t)ϕ′(t) dt.

Приклади.

1.

∫
dx

3
√

(x− 1)(x+ 1)2
=

∫
3

√
x+ 1

x− 1
· dx

x+ 1
=

=


 t = 3

√
x+1
x−1 ,

x+1
x−1 = t3

x = t3+1
t3−1 , dx = − 6t2dt

(t3−1)2


 =

∫
t · t

3 − 1

2t3
· −6t2 dt

(t3 − 1)2
=

= −3

∫
dt

t3 − 1
= . . .

2.

∫
dx

(1− x)
√
1− x2

=

∫
dx

(1− x2)
√

1−x
1+x

=




t =
√

1−x
1+x ,

x = 1−t2

1+t2

dx = − 4t dt
(1+t2)2


 =
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=

∫
1(

1−
(

1−t2

1+t2

)2)
· t

· −4t dt

(1 + t2)2
= −

∫
dt

t2
=

1

t
+ C =

√
1 + x

1− x
+ C.

6.4 Приклади обчислення iнтегралiв

1.

∫
(5− x)e−2x dx =

[
u = 5− x du = −dx
dv = e−2x dx v = − 1

2e
−2x

]
=

=
x− 5

2
· e−2x − 1

2

∫
e−2x dx =

x− 5

2
e−2x +

1

4
e−2x + C.

2.

∫
arcctg

√
7x − 1 dx =

=

[
u = arcctg

√
7x − 1 du = −1

1+7x−1
7

2
√
7x−1

dx

dv = dx v = x

]
=

= x arcctg
√
7x− 1 +

1

2

∫
dx√
7x − 1

=

= x arcctg
√
7x − 1 +

1

7

√
7x − 1 + C.

3.

∫
x

cos2 x
dx =

[
u = x du = dx

dv = 1
cos2 x dx v = tg x

]
=

= x tg x −
∫

tg x dx = x tg x−
∫

sinx

cosx
dx =

= x tg x −
[
t = cosx,

dt = − sin x dx

]
= x tg x+

∫
dt

t
=

= x tg x+ ln |t|+ C = x tg x+ ln | cos x| + C.

4.

∫
ln
(
3x2 + 7

)
dx =

[
u = ln

(
3x2 + 7

)
du = 6x

3x2+7 dx

dv = dx v = x

]
=

= x ln
(
3x2 + 7

)
− 6

∫
x2

3x2 + 7
dx =
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= x ln
(
3x2 + 7

)
− 2

∫ (
3x2 + 7

)
− 7

3x2 + 7
dx =

= x ln
(
3x2 + 7

)
− 2x +

14

3

∫
dx

x2 + 7
3

=

= x ln
(
3x2 + 7

)
− 2x+

14

3

√
3

7
arctg

x√
7
3

+ C.

5.

∫
x cos2 x dx =

∫
x
1 + cos 2x

2
dx =

=
1

2

(∫
x dx +

∫
x cos 2x dx

)
=

=
1

4
x2 +

1

2

[
u = x du = dx

dv = cos 2x dx v = 1
2
sin 2x

]
=

=
1

4
x2 +

1

4
x sin 2x− 1

4

∫
sin 2x dx =

=
1

4
x2 +

1

4
x sin 2x+

1

8
cos 2x+ C.

6.

∫
x sin x

cos3 x
dx =

[
u = x du = dx

dv = sin x
cos3 x dx v = 1

2
1

cos2 x

]
=

=
x

2 cos2 x
− 1

2

∫
dx

cos2 x
=

x

2 cos2 x
− 1

2
tg x+ C.

7.

∫
dx

x
√
9x2 + 4

=
1

2

∫
dx

x2
√

9
4 + 1

x2

=

[
t =

1

x
, dt = −dx

x2

]
=

= −1

2

∫
dt√
t2 + 9

4

= −1

2
ln

(
t+

√
t2 +

9

4

)
+ C =

= −1

2
ln

(
1

x
+

√
1

x2
+

9

4

)
+ C.
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Контрольнi питання

1. Невизначений iнтеграл та його елементарнi властивостi.

2. Таблиця iнтегралiв.

3. Iнтегрування частинами та замiна змiнної.

4. Iнтегрування рацiональних функцiй.

5. Iнтегрування деяких спецiальних класiв функцiй.



Роздiл 7. Визначений iнтеграл (iнтеграл

Рiмана)

7.1 Означення та елементарнi властивостi

Означення. Нехай на вiдрiзку [a, b] задана функцiя f . Розглянемо

довiльну систему точок a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Кожну таку систе-

му назвемо розбиттям вiдрiзка [a, b], а саме розбиття будемо позначати

через Π. Вiдрiзки [xi, xi+1] (i = 0, 1, . . . , n − 1) називаються частинними

вiдрiзками розбиття. Найбiльшу iз довжин ∆xi = xi+1 − xi частинних

вiдрiзкiв називають дiаметром цього розбиття i позначають

d(Π) = max
0≤i≤n−1

∆xi.

В кожному iз частинних вiдрiзкiв [xi, xi+1] виберемо довiльним чином

точку ξi i складемо суму

σ =
n−1∑

i=0

f(ξi)∆xi.

Сума σ називається iнтегральною сумою для функцiї f , яка вiдповiдає

заданому розбиттю Π i заданому способу вибору точок ξi.

Для кожного заданого розбиття множина усiх можливих iнтегральних

сум нескiнченна, оскiльки кожна iнтегральна сума залежить вiд способу

вибору точок ξi.

Означення. Число I називається границею iнтегральних сум σ при

прямуваннi до нуля дiаметра розбиття d(Π), якщо для довiльного ε > 0

знайдеться таке δ > 0, яке залежить, взагалi кажучи, вiд ε, що для будь-

якого розбиття Π вiдрiзка [a, b] дiаметра d(Π) < δ при будь-якому спосо-

132
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бовi вибору точок ξi iз частинних вiдрiзкiв цього розбиття вiдповiдна iн-

тегральна сума σ задовольняє нерiвнiсть |σ − I| < ε, тобто

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀Π, d(Π) < δ ∀ξi ∈ [xi, xi+1] |σ − I| < ε.

Означення. Якщо iснує скiнченна границя iнтегральних сум при пря-

муваннi до нуля дiаметра розбиття, то ця границя називається iнтегралом

вiд функцiї f по вiдрiзку [a, b] i позначається
b∫
a

f(x) dx. У цьому випадку

функцiя f називається iнтегровною на вiдрiзку [a, b], а числа a i b нази-

вають верхньою та нижньою межами iнтегрування, вiдповiдно. У проти-

лежному випадку кажуть, що функцiя f неiнтегровна на [a, b].

Отже,
b∫

a

f(x) dx = lim
d(Π)→0

σ.

Геометричний сенс визначеного iнтеграла

x

y

0 a = x0 x1 x2 xn−1xn = b
..
..
..
..
..
..
..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

ξ0 ξ1 ξn−1

x

y

0 a b

З геометричної точки зору iнтегральна сума є сумою площ прямо-

кутникiв висотою f (ξi) i шириною xi+1 − xi. Тому визначений iнтеграл

– границю iнтегральних сум при прямуваннi до нуля дiаметра розбиття

– можна iнтерпретувати як площу (з урахуванням знака) криволiнiйної

трапецiї, обмеженої вiссю Ox, прямими x = a, x = b та графiком функцiї

y = f(x).

Теорема (необхiдна умова iнтегровностi). Якщо функцiя f iнте-

гровна на вiдрiзку [a, b], то вона обмежена на цьому вiдрiзку.
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Зауваження. Умова обмеженостi функцiї не є достатньою для iнте-

гровностi, тобто iснують обмеженi неiнтегровнi функцiї. Наприклад, роз-

глянута ранiше функцiя Дiрiхле D обмежена i неiнтегровна на будь-якому

вiдрiзку.

Приклад. Нехай f(x) = c, a ≤ x ≤ b. Тодi для довiльного розбиття Π

при будь-якому виборi точок ξi маємо f(ξi) = c i тому

σ =
n−1∑

i=0

f(ξi)∆xi = c
n−1∑

i=0

∆xi = c(b − a).

Таким чином,
b∫
a

c dx = c(b− a).

Теорема 1. Якщо функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b], то вона

iнтегровна на цьому вiдрiзку.

Теорема 2. Якщо функцiя f монотонна на вiдрiзку [a, b], то вона

iнтегровна на цьому вiдрiзку.

Зауваження. З теореми 2 видно, що iснують розривнi iнтегровнi фун-

кцiї. Зокрема, монотонна функцiя може мати навiть нескiнченну (але зчи-

сленну) множину точок розриву.

Теорема 3. Якщо функцiя f обмежена на вiдрiзку [a, b] i має на цьо-

му вiдрiзку скiнченну кiлькiсть точок розриву, то вона iнтегровна на

[a, b].

Приклад 1. Функцiя

f(x) =

{
sin 1

x
, 0 < x ≤ 1,

0, x = 0

обмежена i неперервна всюди, за виключенням однiєї точки. Отже, вона

iнтегровна на вiдрiзку [0, 1].

Приклад 2. Розглянемо обмежену функцiю

f(x) =

{
sign sin 1

x , 0 < x ≤ 1,

0, x = 0.



Визначений iнтеграл 135

У цiєї функцiї множина точок розриву зчисленна i функцiя не є монотон-

ною. Але можна показати, що ця функцiя iнтегровна.

Зауваження. Можна показати, що кожна обмежена функцiя, яка має

зчисленну множину точок розриву, iнтегровна.

7.2 Властивостi iнтегровних функцiй

1. Iнтегровнiсть модуля. Якщо функцiя f iнтегровна на [a, b], то

функцiя |f | також iнтегровна на цьому вiдрiзку i при цьому

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f(x)|dx.

Зауваження. Iз iнтегровностi модуля не випливає iнтегровнiсть самої

функцiї.

2. Лiнiйнiсть iнтеграла. Якщо функцiї f i g iнтегровнi на вiдрiзку

[a, b], а числа α, β ∈ R, то лiнiйна комбiнацiя αf +βg також iнтегровна

на [a, b] i

b∫

a

[αf(x) + βg(x)] dx = α

b∫

a

f(x) dx + β

b∫

a

g(x) dx.

3. Iнтегровнiсть добутку. Якщо функцiї f i g iнтегровнi на [a, b],

то їх добуток також iнтегровний на цьому вiдрiзку.

4. Змiна значень функцiї. Нехай функцiя f iнтегровна на [a, b].

Якщо довiльним чином змiнити її значення в скiнченнiй кiлькостi то-

чок, то змiнена функцiя також залишиться iнтегровною i при цьому

величина iнтеграла не змiниться.

Наслiдок. Якщо двi функцiї спiвпадають всюди на вiзрiзку за ви-

ключенням скiнченної кiлькостi точок, то вони обидвi одночасно або iн-

тегровнi, або неiнтегровнi. Якщо вони iнтегровнi, то їх iнтеграли спiв-

падають.
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Зауваження. Змiна значень iнтегровної функцiї на зчисленнiй мно-

жинi точок може призвести до неiнтегровної функцiї.

5. Iнтегровнiсть на пiдiнтервалах. Якщо функцiя f iнтегровна на

вiдрiзку [a, b], то вона iнтегровна на будь-якому вiдрiзку [α, β] ⊂ [a, b].

Навпаки, якщо вiдрiзок [a, b] розбитий на два вiдрiзки [a, c] i [c, b], на

кожному з яких функцiя iнтегровна, то вона iнтегровна i на всьому

вiдрiзку [a, b] i
b∫

a

f(x) dx =

c∫

a

f(x) dx +

b∫

c

f(x) dx.

Означення. Нехай b < a i функцiя f iнтегровна на [b, a]. Тодi, за

означенням, покладемо

b∫

a

f(x) dx = −
a∫

b

f(x) dx.

Далi, для функцiї f , визначеної в точцi a, покладемо за означенням
a∫

a

f(x) dx = 0.

Тодi властивiсть 5 iнтегровностi на пiдiнтервалах можемо переписати

у наступнiй формi.

Теорема (аддитивнiсть iнтеграла). Нехай a, b, c – довiльнi точки

на дiйснiй прямiй. Якщо функцiя f iнтегровна на найбiльшому iз вiд-

рiзкiв, утворених цими точками, то вона iнтегровна i на двох iнших

вiдрiзках i при цьому справедлива рiвнiсть

b∫

a

f(x) dx =

c∫

a

f(x) dx +

b∫

c

f(x) dx.

6. Монотоннiсть iнтеграла. Нехай функцiї f i g iнтегровнi на

[a, b] (a < b) i f(x) ≤ g(x) для всiх x ∈ [a, b]. Тодi

b∫

a

f(x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx.
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Наслiдок 1. Нехай функцiя f – невiд’ємна на [a, b] (a < b). Тодi

b∫

a

f(x) dx ≥ 0.

Наслiдок 2. Нехай функцiя f iнтегровна на [a, b] i m ≤ f(x) ≤ M

для всiх x ∈ [a, b]. Тодi

m(b− a) ≤
b∫

a

f(x) dx ≤M(b− a).

Зауваження. За умовами наслiдку 2, знайдеться таке число µ ∈
[m,M ], що

b∫

a

f(x) dx = µ(b− a).

Наслiдок 3. Якщо функцiя f неперервна на [a, b], то знайдеться

така точка ξ ∈ [a, b], що

b∫

a

f(x)dx = f(ξ)(b− a).

Зауваження. Наслiдки 2 та 3 iнодi називають теоремою про середнє

значення. Вони тiсно пов’язанi з теоремою Лагранжа, яку також назива-

ють теоремою про середнє значення у диференцiальному численнi.

7.3 Iнтеграл зi змiнною верхньою межею

Нехай функцiя f iнтегровна на вiдрiзку [a, b]. Позначимо

F (x) =

x∫

a

f(t) dt (x ∈ [a, b]).

За властивостями iнтегровних функцiй, f iнтегровна на [a, x] при кожно-

му x ∈ [a, b]. Тому функцiя F визначена на [a, b]. Вiдзначимо, що F (a) = 0.
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Функцiю F називають iнтегралом зi змiнною верхньою межею, або неви-

значеним iнтегралом Рiмана.

Легко показати, що для кожної iнтегровної на [a, b] функцiї f iнтеграл

зi змiнною верхньою межею – неперервна на [a, b] функцiя.

Теорема (про диференцiйовнiсть iнтеграла зi змiнною верх-

ньою межею). Нехай функцiя f iнтегровна на [a, b] i неперервна в точцi

x0 ∈ [a, b]. Тодi функцiя F диференцiйовна в точцi x0 i F ′(x0) = f(x0).

Зауваження 1. Неперевнiсть функцiї f в точцi x0 не є необхiдною

умовою диференцiйовностi функцiї F в точцi x0, тобто iнтеграл зi змiн-

ною верхньою межею вiд розривної функцiї може виявитись диференцi-

йовним.

Приклад 1. Розглянемо функцiю

f(x) =

{
sin 1

x , 0 < x ≤ 1,

0, x = 0.

Ця функцiя обмежена на вiдрiзку [0, 1] i має єдину точку розриву x0 = 0.

Отже, вона iнтегровна на [0, 1]. Позначимо F (x) =
x∫
0

f(t) dt. Оскiльки f

неперервна в кожнiй точцi x 6= 0, то, за попередньою теоремою, функцiя

F диференцiйовна в кожнiй точцi x ∈ (0, 1] i F ′(x) = sin 1
x . В точцi x0 = 0

функцiя f розривна i тому попередню теорему застосувати не можна.

Але, можна показати, що iснує права похiдна F ′
+(0) = 0.

Приклад 2. Нехай f(x) = signx, −1 ≤ x ≤ 1. Якщо −1 ≤ x < 0, то

f(t) = −1 (−1 ≤ t ≤ x) i
x∫

−1

f(t) dt = −(x − (−1)) = −(x + 1). Якщо ж

0 ≤ x ≤ 1, то
x∫

−1

f(t) dt =
0∫

−1

f(t) dt +
x∫
0

f(t) dt = −1 + x.

Таким чином,

F (x) =

{
−(x + 1), −1 ≤ x < 0,

x − 1, 0 ≤ x ≤ 1.

Легко бачити, что в точцi x0 = 0 функцiя F недиференцiйовна.
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Теорема (основна теорема iнтегрального числення). Нехай фун-

кцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b]. Тодi вона має первiсну на цьому вiд-

рiзку. Однiєю з первiсних є iнтеграл зi змiнною верхньою межею вiд цiєї

функцiї.

Ця теорема є прямим наслiдком попередньої теореми.

Теорема Ньютона – Лейбниця (основна формула iнтеграль-

ного числення). Нехай функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b] i Φ –

будь-яка з її первiсних на цьому вiдрiзку. Тодi

b∫

a

f(x) dx = Φ(b)− Φ(a) ≡ Φ(x)
∣∣b
a .

Диференцiювання iнтегралiв

Нехай функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b]. Тодi, за основною теоре-

мою iнтегрального числення, для кожного x ∈ [a, b] справедлива рiвнiсть



x∫

a

f(t) dt




′

= f(x).

Позначимо F (x) =
x∫
a

f(t)dt. Припустимо, що функцiя u задана на вiдрiзку

[α, β], диференцiйовна на цьому вiдрiзку i така, що u(τ) ∈ [a, b] (τ ∈ [α, β]).

Розглянемо композицiю Φ(τ) = F (u(τ)). Застосовуючи теорему про ди-

ференцiювання композицiї, отримуємо, що функцiя Φ диференцiйовна на

[α, β] i ї ї похiдна дорiвнює Φ′(τ) = F ′(u(τ))u′(τ). Таким чином, ми довели

наступну рiвнiсть:



u(τ)∫

a

f(t) dt




′

= f(u(τ))u′(τ).

Аналогiчно отримуємо



b∫

x

f(t) dt




′

= −




x∫

b

f(t) dt




′

= −f(x).
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Звiдси для диференцiйовної на вiдрiзку [α, β] функцiї v, такої, що v(τ) ∈
[a, b] (τ ∈ [α, β]), маємо




b∫

v(τ)

f(t) dt




′

= −




v(τ)∫

b

f(t) dt




′

= −f(v(τ))v′(τ).

Приклад 1. Знайти похiдну функцiї

F (x) =

x3∫

x2

ln t dt.

Маємо

F ′(x) = 3x2 ln(x3)− 2x ln(x2) = x ln x(9x − 4).

Приклад 2. Знайти точки екстремуму функцiї

F (x) =

x∫

0

sin t

t
dt, x > 0.

Маємо F ′(x) = sin x
x . Похiдна F ′ обертається в нуль при x = πk (k =

1, 2, . . .) i при переходi через цi точки змiнює свiй знак. Тому у всiх точках

виду x = πk функцiя F має екстремуми.

7.4 Подальшi властивостi iнтеграла Рiмана

Означення. Функцiя називається неперервно диференцiйовною на

вiдрiзку, якщо її похiдна неперервна на цьому вiдрiзку. При цьому на

кiнцях вiдрiзка похiдна вважається односторонньою.

Теорема 1 (формула iнтегрування частинами). Нехай функцiї u

i v неперервно диференцiйовнi на вiдрiзку [a, b]. Тодi справедлива рiвнiсть

b∫

a

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)
∣∣b
a −

b∫

a

u′(x)v(x) dx.
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Теорема 2 (про замiну змiнної у визначеному iнтегралi). Не-

хай функцiя ϕ неперервно диференцiйовна на вiдрiзку [α, β], а функцiя f

неперервна на деякому вiдрiзку, який мiстить у собi область значень

функцiї ϕ. Нехай ϕ(α) = a i ϕ(β) = b. Тодi справедлива рiвнiсть

b∫

a

f(x) dx =

β∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Приклад 1.

π∫

0

x sinx dx =

[
u = x, dv = sinx dx

du = dx, v = − cos x

]
=

= −x cos x|π0 +

π∫

0

cosx dx = π + sinx|π0 = π.

Приклад 2. Виведемо рекурентну формулу для iнтеграла

In ≡

π
2∫

0

sinn x dx =

π
2∫

0

sinn−1 x sin x dx =

=

[
u = sinn−1 x, dv = sinx dx

du = (n− 1) sinn−2 x cos x dx, v = − cos x

]
=

= − sinn−1 x cos x|
π
2
0 + (n− 1)

π
2∫

0

sinn−2 x cos2 x dx =

= 0 + (n− 1)

π
2∫

0

sinn−2 x(1 − sin2 x) dx =

= (n− 1)

π
2∫

0

sinn−2 x dx − (n− 1)

π
2∫

0

sinn x dx = (n− 1)(In−2 − In).

Звiдси отримуємо nIn = (n− 1)In−2, або

In =
(n− 1)In−2

n
.
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Обчислимо

I0 =
π

2
, I1 =

π
2∫

0

sinx dx = − cos x|
π
2
0 = 1.

Приклад 3. Обчислити

I ≡
1∫

0

√
1− x2 dx.

Перший спосiб. Покладемо x = sin t, де 0 ≤ t ≤ π
2 . Тодi отримаємо

I =

π
2∫

0

√
1− sin2 t cos t dt =

π
2∫

0

cos2 t dt =

π
2∫

0

1 + cos 2t

2
dt =

π

4
.

Другий спосiб. Iнтегруємо частинами

1∫

0

√
1− x2 dx =

[
u =

√
1− x2, dv = dx

du = − x√
1−x2 dx, v = x

]∣∣∣∣∣

1

0

=

= x
√

1− x2
∣∣∣
1

0
+

1∫

0

x2√
1− x2

dx = −
1∫

0

√
1− x2 dx +

1∫

0

dx√
1− x2

=

= −
1∫

0

√
1− x2 dx + arcsinx

∣∣∣
1

0
= −

1∫

0

√
1− x2 dx +

π

2
.

Звiдси отримуємо
1∫

0

√
1− x2 dx =

π

4
.

Iстотне зауваження. Другий спосiб обчислення даного iнтеграла на-

ведений лише для того, щоб запобiгти у майбутньому можливих помилок

при обчисленнi iнтегралiв. Насправдi наведенi мiркування хибнi, бо iнте-

грали
1∫
0

x2
√
1−x2 dx i

1∫
0

dx√
1−x2 не iснують, оскiльки функцiї пiд знаком цих

iнтегралiв необмеженi. Цi два iнтеграли iснують у так званому невласно-

му сенсi, але такi iнтеграли в цьому курсi не розглядаються.
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Приклад 4. Обчислити

I ≡
π∫

0

x sin x

1 + cos2 x
dx.

Покладемо π − x = t, x = π − t, dx = −dt. Тодi отримаємо

I = −
0∫

π

(π − t) sin t

1 + cos2 t
dt =

π∫

0

(π − t) sin t

1 + cos2 t
dt =

= π

π∫

0

sin t

1 + cos2 t
dt−

π∫

0

t sin t

1 + cos2 t
dt = −π arctg(cos t)|π0 − I =

π2

2
− I.

Звiдси випливає, що I = π2

4 .

Теорема 3 (формула Тейлора iз залишком в iнтегральнiй фор-

мi). Нехай функцiя f має на вiдрiзку з кiнцями x0 i x неперервнi похiднi

до порядку (n+ 1) включно. Тодi справедлива рiвнiсть

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + . . . +

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n+

+
1

n!

x∫

x0

(x − t)nf (n+1)(t) dt.

Останнiй доданок називають залишком формули Тейлора в iнтеграль-

нiй формi.

7.5 Застосування iнтеграла Рiмана

7.5.1 Обчислення площ

Означення. Нехай f – невiд’ємна функцiя на вiдрiзку [a, b]. Пiдграфi-

ком функцiї f будемо називати множину Ef усiх точок (x, y), координати

яких задовольняють нерiвностi a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x).
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x

y

0 a b

Ef

Теорема. Нехай функцiя f невiд’ємна i iнтегровна на вiдрiзку [a, b].

Тодi площа її пiдграфiка Ef дорiвнює

m(Ef ) =

b∫

a

f(x) dx.

Приклад 1 (площа круга). Знайдемо площу круга x2 + y2 ≤ R2.

Верхнє пiвколо задається рiвнянням y =
√
R2 − x2, −R ≤ x ≤ R. Тому

площа верхнього пiвкруга дорiвнює

S =

R∫

−R

√
R2 − x2 dx = 2

R∫

0

√
R2 − x2 dx = [x = Rz] =

= 2R2

1∫

0

√
1− z2 dz =

πR2

2
,

а отже, площа всього круга дорiвнює πR2.

Приклад 2 (площа сектора). Знайдемо площу сектора круга радi-

уса R з кутом при вершинi, радiанна мiра якого дорiвнює заданому ϕ.

Маємо

S =

R cosϕ∫

0

x tgϕdx +

R∫

R cosϕ

√
R2 − x2 dx =

=
R2

2
cosϕ sinϕ+

[
x = R cos t

dx = −R sin t dt

]
=



Визначений iнтеграл 145

=
R2

2
cosϕ sinϕ+

0∫

ϕ

(−R sin t
√
R2(1− cos2 t) dt =

=
R2

2
cosϕ sinϕ+R2

ϕ∫

0

sin2 t dt =
ϕR2

2
.

Приклад 3. Знайти площу множини, обмеженої лiнiями y = x2 + 1,

x+ y = 3.

Знайдемо абсциси точок перетину графiкiв
{
y = x2 + 1,

y = 3− x.

Розв’язуючи цю систему, знаходимо x1 = −2, x2 = 1. Тому

S =

1∫

−2

(3− x) dx −
1∫

−2

(x2 + 1) dx =

= 9− x2

2

∣∣∣∣
1

−2

−
(
x3

3
+ x

)∣∣∣∣
1

−2

= 9− 1

2
+ 2− 4

3
− 8

3
− 2 = 4, 5.

7.5.2 Площа в полярних координатах

В полярних координатах положення точки на площинi характеризується

радiусом r – вiдстанню вiд точки до початку координат та кутом ϕ, утво-

реним радiус-вектором точки i додатним напрямком осi Ox. Будемо вва-

жати, що −π < ϕ ≤ π. Розглядаємо на площинi множину, яка обмежена

кривою, що задана рiвнянням r = r(ϕ) (α ≤ ϕ ≤ β), та вiдрiзками проме-

нiв ϕ = α i ϕ = β. Припустимо, що функцiя r(ϕ) неперервна i додатна на

[α, β]. Можна довести, що площа утвореної множини дорiвнює

S =
1

2

β∫

α

r2(ϕ) dϕ.

Приклад 1 (спiраль Архiмеда). Спiраль Архiмеда задається рiв-

нянням r = aϕ (0 ≤ ϕ ≤ 2π), де параметр a > 0. Площа множини точок
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площини, обмеженої спiраллю Архiмеда, дорiвнює

S =
1

2

2π∫

0

r2(ϕ) dϕ =
1

2
a2

2π∫

0

ϕ2 dϕ =
4π3a2

3
.

Приклад 2 (кардiоїда). Площа S, обмежена кардiоїдою r = 1 + cosϕ

(0 ≤ ϕ ≤ 2π), дорiвнює

S =
1

2

2π∫

0

(1 + cosϕ)2dϕ =
3π

2
.

7.5.3 Довжина шляху

Означення. Шляхом на декартовiй площинi називається вiдображе-

ння t 7−→ (ϕ(t), ψ(t)) вiдрiзка [α, β] в R2, яке задається парою неперервних

функцiй ϕ i ψ.

Це означає, що кожному значенню t ∈ [α, β] ставиться у вiдповiднiсть

точка площини з координатами (x, y), де x = ϕ(t), y = ψ(t).

Точка (ϕ(α), ψ(α)) називається початком шляху, а точка (ϕ(β), ψ(β))

– кiнцем шляху. Множина усiх точок

{
(ϕ(t), ψ(t)) ∈ R2 : t ∈ [α, β]

}

називається слiдом шляху. Якщо маємо криву на площинi, то з нею по-

в’язують такий шлях, для якого ця крива є його слiдом. При цьому пара

функцiй (ϕ(t), ψ(t)), t ∈ [α, β] називається параметричними рiвняннями

кривої.

Нехай Π – довiльне розбиття вiдрiзка [α, β] точками α = t0 < t1 <

. . . < tn = β. Позначимо xi = ϕ(ti), yi = ψ(ti) i утворимо суму lΠ =
n−1∑
i=0

√
(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2. З геометричної точки зору ця сума є дов-

жиною ламаної з вершинами у точках (xi, yi), яка вписана в слiд шляху.

Означення. Довжиною шляху називається sup
Π
lΠ, де точна верхня

межа береться по всiляким розбиттям Π вiдрiзка [α, β]. Сам шлях позна-

чається через γ = (ϕ,ψ), а його довжина через l(γ).
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Якщо функцiї ϕ i ψ неперервно диференцiйовнi на вiдрiзку [α, β], то

шлях γ = (ϕ,ψ) називається неперервно диференцiйовним, або шляхом

класу C1.

Теорема (обчислення довжини шляху). Нехай γ = (ϕ,ψ) непе-

рервно диференцiйовний шлях на вiдрiзку [α, β]. Тодi

l(γ) =

β∫

α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.

Приклад (циклоїда). Циклоїда визначається такими параметрични-

ми рiвняннями x = a(t − sin t), y = a(1− cos t), де параметр a > 0. Обчи-

слимо довжину однiєї арки циклоїди, тобто 0 ≤ t ≤ 2π.

Маємо

x′(t) = a(1− cos t), y′(t) = a sin t,

l = a

2π∫

0

√
(1− cos t)2 + sin2 t dt = a

√
2

2π∫

0

√
1− cos t dt =

= 2a

2π∫

0

∣∣∣∣sin
t

2

∣∣∣∣ dt = −2a · 2 cos t
2

∣∣∣∣
2π

0

= 8a.

Як окремий випадок, розглянемо наступне питання: як обчислити дов-

жину графiка функцiї?

Нехай на вiдрiзку [a, b] задана неперервно диференцiйовна функцiя f .

Позначимо через Γ ї ї графiк, тобто Γ = {(x, y) : y = f(x), a ≤ x ≤ b}. То-

дi Γ є слiдом шляху (кривою), параметризацiя якого може бути представ-

лена рiвняннями x = t, y = f(t) (a ≤ t ≤ b). Тому, за нашими припущен-

нями, довжина цiєї кривої дорiвнює

l(Γ) =

b∫

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx.

Таким чином, ми отримали формулу для обчислення довжини графiка

функцiї y = f(x) (a ≤ x ≤ b).
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7.5.4 Об’єм тiла обертання

Нехай на вiдрiзку [a, b] задана неперервна невiд’ємна функцiя f . Розгля-

немо криволiнiйну трапецiю, тобто пiдграфiк функцiї f . Будемо обертати

цю трапецiю навколо осi Ox. Об’єм цього тiла обертання можна обчисли-

ти за формулою

V = π

b∫

a

f2(x) dx.

7.5.5 Площа поверхнi тiла обертання

Нехай на вiдрiзку [a, b] задана невiд’ємна неперервно диференцiйовна фун-

кцiя f . Будемо обертати її графiк навколо осi Ox. В результатi отримаємо

деяку поверхню, площу якої можна обчислити за формулою

S = 2π

b∫

a

f(x)

√
1 + [f ′(x)]2 dx.

Контрольнi питання

1. Означення iнтеграла Рiмана та його елементарнi властивостi.

2. Iнтегровнiсть неперервної та монотонної функцiй.

3. Властивостi iнтегралiв.

4. Iнтеграл зi змiнною верхньою межею, неперервнiсть та диференцi-

йовнiсть.

5. Формула Ньютона - Лебниця.

6. Iнтегрування частинами та замiна змiнної.

7. Застосування iнтегралiв для обчислення площ.

8. Застосування iнтегралiв для обчислення шляху та довжини кривої.

9. Застосування iнтегралiв для обчислення об’ємiв.

10. Застосування iнтегралiв для обчислення площ поверхнi обертання.



Роздiл 8. Числовi ряди

8.1 Означення та елементарнi властивостi

Нехай задана числова послiдовнiсть {an}∞n=1. Символ a1+a2+. . .+an+. . .,

або, що те ж саме,
∞∑

n=1
an, називається числовим рядом, а самi числа an

називаються доданками або членами ряду. Позначимо S1 = a1, S2 = a1 +

a2, . . ., Sn = a1+a2+ . . .+an =
n∑

k=1

ak (n = 1, 2, . . .). Числа Sn називаються

частинними сумами ряду
∞∑

n=1
an.

Означення. Якщо iснує lim
n→∞

Sn = S, то ряд
∞∑

n=1
an називається збi-

жним, а число S називається сумою ряду
∞∑

n=1
an. Якщо ж не iснує скiн-

ченної границi послiдовностi частинних сум Sn, то ряд
∞∑

n=1
an називається

розбiжним. Якщо ряд
∞∑

n=1
an збiгається до суми S, то це позначають так:

S = a1 + a2 + . . . + an + . . . =
∞∑

n=1

an.

Таким чином, з кожним рядом
∞∑

n=1
an ми пов’язуємо послiдовнiсть йо-

го частинних сум Sn =
n∑

k=1

ak, причому збiжнiсть ряду ми визначаємо як

збiжнiсть послiдовностi частинних сум цього ряду (поняття збiжностi по-

слiдовностi вивчалось нами ранiше). Навпаки, якщо задана послiдовнiсть

{Sn}∞n=1, то легко скласти ряд, для якого ця послiдовнiсть буде послiдов-

нiстю частинних сум. Справдi, достатньо покласти a1 = S1, a2 = S2 − S1,

. . ., an = Sn − Sn−1 (n = 2, 3, . . .). Зрозумiло, що в цьому випадку буде-

мо мати a1 + . . . + an = Sn, тобто заданi числа Sn є частинними сумами

149



150 Роздiл 8

побудованого нами ряду
∞∑

n=1
an.

Приклад 1 (геометрична прогресiя). Геометричною прогресiєю

називається така послiдовнiсть 1, q, q2, . . . , qn−1, . . ., тобто
{
qn−1

}∞
n=1

, де q

– фiксоване число. Ряд 1+ q+ q2 + . . .+ qn−1 + . . . ≡
∞∑

n=1
qn−1 називається

сумою геометричної прогресiї. У цьому випадку доданки ряду дорiвнюють

an = qn−1. Якщо q = 1, то, очевидно, Sn = 1 + . . . + 1 = n, Sn → ∞ (n →
∞), i тому при q = 1 даний ряд розбiгається. Ранiше ми вже отримали

наступну формулу суми перших n доданкiв геометричної прогресiї при

q 6= 1

Sn = 1 + q + q2 + . . . + qn−1 =
1− qn

1− q
.

Отже, питання про збiжнiсть ряду
∞∑

n=1
qn−1 зводиться до питання про

збiжнiсть послiдовностi Sn = 1−qn

1−q . Зрозумiло, що можливi такi випадки.

a) |q| < 1. При цьому Sn → 1
1−q (n → ∞), тобто наш ряд збiгається i

його сума дорiвнює S = 1
1−q .

b) |q| > 1. Тодi послiдовнiсть Sn не має границi, тобто ряд розбiгається.

c) |q| = 1. Випадок q = 1 вже розглянутий. Якщо ж q = −1, то,

очевидно, S2k = 0 и S2k+1 = 1, i, отже, послiдовнiсть частинних сум {Sn}
не має границi, тобто ряд розбiгається.

Таким чином, прийшли до такого висновку

∞∑

n=1

qn−1 =
1

1− q
при |q| < 1,

а при |q| ≥ 1 ряд
∞∑

n=1
qn−1 розбiгається.

Приклад 2. Розглянемо ряд

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . . +
1

n(n+ 1)
+ . . .

Маємо

Sn =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . . +
1

n(n+ 1)
=
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=

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ . . . +

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
.

Тепер вже легко бачити, що lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n+1

)
= 1, а це означає,

що заданий ряд збiгається i його сума дорiвнює
∞∑

n=1

1
n(n+1) = 1.

Теорема (критерiй Кошi збiжностi ряду). Ряд
∞∑

n=1
an збiгається

тодi i лише тодi, коли для будь-якого ε > 0 знайдеться такий номер

N = N(ε), що при кожному n ≥ N i при кожному натуральному p

справедлива нерiвнiсть ∣∣∣∣∣

n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

Ця теорема є прямим наслiдком критерiю Кошi збiжностi числової

послiдовностi. Сума в останнiй нерiвностi називається вiдрiзком Кошi.

Наслiдок (необхiдна умова збiжностi). Якщо ряд
∞∑

n=1
an збiгає-

ться, то lim
n→∞

an = 0.

Отже, якщо ряд
∞∑

n=1
an, збiгається, то його доданки прямують до нуля.

Обернене твердження хибне. Справдi, для ряду
∞∑

n=1

1√
n

маємо: an = 1√
n
.

Тогда lim
n→∞

an = 0 i, разом з тим,

Sn = 1 +
1√
2
+ . . . +

1√
n
≥ n · 1√

n
=

√
n,

звiдки випливає, що lim
n→∞

Sn = +∞, тобто ряд
∞∑

n=1

1√
n

розбiжний.

Приклад. Гармонiчним називається ряд

∞∑

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . . +

1

n
+ . . . .

Вiдрiзок Кошi цього ряду можна оцiнити наступним чином:

n+p∑

k=n+1

1

k
=

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . . +

1

n+ p
≥ 1

n+ p
· p.
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Якщо взяти p = n, то отримаємо, що
2n∑

k=n+1

1
k ≥ n

n+n = 1
2 . Це означає, що

знайдеться таке ε0 > 0
(
ε0 = 1

2

)
, що для будь-якого N ∈ N iснує n ≥ N

(наприклад, n = N) i iснує таке p ∈ N (p = n), для яких справедлива

нерiвнiсть

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

1
k

∣∣∣∣∣ ≥ ε0. За критерiєм Кошi це означає, що гармонiчний

ряд розбiгається.

Як правило, на практицi необхiдна умова збiжностi застосовується у

наступнiй формi: якщо границя доданкiв ряду або не iснує, або iснує але

вiдмiнна вiд нуля, то ряд розбiгається.

8.2 Елементарнi властивостi збiжних рядiв

Нехай заданий ряд
∞∑

n=1

an

i нехай m – фiксований номер. Тодi ряд

am+1 + am+2 + . . . + am+k + . . .

називається залишком початкового ряду пiсля m-го доданку.

Теорема 1. Якщо збiгається початковий ряд, то збiгається будь-

який iз його залишкiв. Навпаки, якщо збiгається принаймнi один iз за-

лишкiв, то збiгається i початковий ряд.

Наслiдок. Нiяка скiнченна кiлькiсть доданкiв ряду не впливає на йо-

го збiжнiсть (але, звичайно, впливають на його суму) чи розбiжнiсть.

Iншими словами, якщо замiнити, вiдкинути чи добавити будь-яку скiн-

ченну кiлькiсть доданкiв ряду, то вiд цього його умова збiжностi не

порушиться.

Нехай ряд
∞∑

n=1
an збiгається. За теоремою 1, збiгається також кожний

iз його залишкiв
∞∑

n=m+1
an. Позначимо суму залишку пiсля m-го доданку

через rm =
∞∑

n=m+1
an.
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Теорема 2. Якщо ряд збiгається, то послiдовнiсть його залишкiв

{rm} прямує до нуля.

Нехай заданi два ряди
∞∑

n=1
an i

∞∑
n=1

bn. Тодi ряд
∞∑

n=1
(an + bn) називає-

ться сумою цих двох рядiв. Якщо λ – дiйсне число, то кажуть, що ряд
∞∑

n=1
λan отриманий з ряду

∞∑
n=1

an шляхом множення його на число λ.

Теорема 3 (арифметичнi властивостi збiжних рядiв). Нехай ря-

ди
∞∑

n=1
an i

∞∑
n=1

bn збiгаються до сум A i B, вiдповiдно. Тодi ряд
∞∑

n=1
(an + bn)

збiгається i його сума дорiвнює A+B. Якщо λ ∈ R, то збiгається i ряд
∞∑

n=1
λan до суми λA.

Ця теорема є прямим наслiдком теореми про арифметичнi властивостi

збiжних послiдовностей.

8.3 Ряди з невiд’ємними доданками

Нехай {an}∞n=1 – послiдовнiсть невiд’ємних чисел. Розглянемо ряд

∞∑

n=1

an.

Послiдовнiсть його частинних сум задовольняє нерiвнiсть Sn = Sn−1 +

an ≥ Sn−1, тобто ця послiдовнiсть Sn монотонно зростає. Застосувавши

до неї критерiй збiжностi монотонної послiдовностi, отримаємо наступну

теорему.

Теорема. Нехай an ≥ 0. Тодi ряд
∞∑

n=1
an збiгається в тому i лише

в тому випадку, коли послiдовнiсть його частинних сум Sn обмежена

зверху.

Приклад (узагальнений гармонiчний ряд). Узагальненим гар-

монiчним рядом називається ряд
∞∑

n=1

1
ns , де число s > 0. Ранiше ми вже

встановили, що при s = 1 цей ряд розбiгається. Якщо 0 < s < 1, то

Sn(s) = 1 +
1

2s
+ . . . +

1

ns
≥ 1 +

1

2
+ . . . +

1

n
= Sn(1),



154 Роздiл 8

i, в силу розбiжностi гармонiчного ряду, послiдовнiсть частинних сум

узагальненого гармонiчного ряду необмежена зверху, тобто узагальнений

гармонiчний ряд розбiгається при 0 < s ≤ 1.

Iншим способом розбiжнiсть узагальненого гармонiчного ряду при 0 <

s < 1 можна довести так:

Sn(s) = 1 +
1

2s
+ . . . +

1

ns
≥ n · 1

ns
= n1−s → +∞ (n→ ∞),

звiдки випливає, що Sn(s) → +∞ (n→ ∞), тобто розбiжнiсть ряду.

Розглянемо тепер випадок s > 1. Нехай n ∈ N. Оберемо таке нату-

ральне m, що n < 2m. Тодi

Sn(s) ≤ S2m−1(s) = 1 +

(
1

2s
+

1

3s

)
+

(
1

4s
+

1

5s
+

1

6s
+

1

7s

)
+ . . .+

+

(
1

(2m−1)
s +

1

(2m−1 + 1)
s + . . . +

1

(2m − 1)
s

)
≤

≤ 1 + 2 · 1

2s
+ 4 · 1

4s
+ . . . + 2m−1 · 1

(2m−1)s
=

= 1 + 21−s +
(
22
)1−s

+ . . . +
(
2m−1

)1−s
=

= 1 + 21−s +
(
21−s

)2
+ . . . +

(
21−s

)m−1
=

1−
(
21−s

)m

1− 21−s
<

1

1− 21−s

(умова s > 1 використана в останнiй нерiвностi). Звiдси випливає, що при

s > 1 маємо Sn(s) ≤ 1
1−21−s , тобто послiдовнiсть частинних сум {Sn(s)}

обмежена зверху i, за теоремою, узагальнений гармонiчний ряд збiгається

при s > 1.

Таим чином, отримали, що ряд
∞∑

n=1

1
ns збiгається при s > 1 i розбiгає-

ться при 0 < s ≤ 1. При s ≤ 0 цей ряд, очевидно, розбiгається, оскiльки не

виконується необхiдна умова збiжностi, тобто доданки ряду не прямують

до нуля.

8.3.1 Ознака порiвняння

Теорема (ознака порiвняння). Нехай заданi два ряди
∞∑

n=1
an i

∞∑
n=1

bn, де an ≥ 0, bn ≥ 0 (n = 1, 2, . . .). Припустимо, що другий ряд є
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мажорантним рядом для першого, тобто починаючи з деякого номера

виконуються нерiвностi an ≤ bn. Тодi зi збiжностi другого ряду випли-

ває збiжнiсть першого, а iз розбiжностi першого випливає розбiжнiсть

другого ряду.

Зауваження 1. У цiй теоремi умова an ≥ 0, bn ≥ 0 (n = 1, 2, . . .)

iстотна. Без цiєї умови теорема втрачає силу. Справдi, якщо an = −1,

bn = 0 (n = 1, 2, . . .), то an ≤ bn, ряд
∞∑

n=1
bn збiгається, а ряд

∞∑
n=1

an

розбiгається.

Зауваження 2. У наведенiй теоремi з розбiжностi другого ряду не

випливає розбiжнiсть першого, а iз збiжностi першого не випливає збi-

жнiсть другого ряду. Наприклад, an = 0, bn = 1 (n = 1, 2, . . .).

Наслiдок (ознака порiвняння в граничнiй формi). Нехай заданi

два ряди
∞∑

n=1
an i

∞∑
n=1

bn, де an ≥ 0, bn > 0 (n = 1, 2, . . .). Припустимо, що

iснує (може бути навiть i нескiнченна)

lim
n→∞

an
bn

= λ.

Тодi

a) якщо λ = 0, то iз збiжностi другого ряду випливає збiжнiсть

першого, а iз розбiжностi першого випливає розбiжнiсть другого ряду;

b) якщо λ = +∞, то iз збiжностi першого ряду випливає збiжнiсть

другого, а iз розбiжностi другого випливає розбiжнiсть першого ряду;

c) якщо 0 < λ < +∞, то обидва ряди збiгаються або розбiгаються

одночасно.

Приклад 1. Дослiдити на збiжнiсть ряд

∞∑

n=1

2n sin
1

3n
.

Iз нерiвностi sinx < x (x > 0) випливає, що 2n sin 1
3n ≤

(
2
3

)n
(n = 1, 2, . . .).

Оскiльки ряд
∞∑

n=1

(
2
3

)n
збiгається (це – геометрична прогресiя iз знамен-

ником 2
3 ), то заданий ряд також збiгається за ознакою порiвняння.
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Приклад 2. Ранiше ми вже встановили за допомогою критерiю Кошi,

що гармонiчний ряд
∞∑

n=1

1
n розбiгається. Доведемо його розбiжнiсть з ви-

користанням ознаки порiвняння. Порiвняємо його з рядом
∞∑

n=1
ln
(
1 + 1

n

)
.

Обчислимо частиннi суми

n∑

k=1

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑

k=1

[ln(k + 1)− ln k] =

= (ln 2− ln 1) + (ln 3− ln 2) + . . . + (ln(n+ 1)− lnn) =

= ln(n+ 1) → +∞.

Отже, ряд
∞∑

n=1
ln
(
1 + 1

n

)
розбiжний. Крiм того, з рiвностi lim

x→0

ln(1+x)
x = 1

випливає, що lim
n→∞

ln(1+ 1
n )

1
n

= λ = 1. Звiдси, за ознакою порiвняння в

граничнiй формi, випливає, що ряди
∞∑

n=1

1
n i

∞∑
n=1

ln
(
1 + 1

n

)
збiгаються або

розбiгаються одночасно. Оскiльки, як вже встановлено, ряд
∞∑

n=1
ln
(
1 + 1

n

)

розбiгається, то розбiгається i початковий гармонiчний ряд.

Приклад 3. Розглянемо ряд
∞∑

n=1

(
1− cos x

n

)
, де x ∈ R – параметр.

Зрозумiло, що цей ряд збiгається при x = 0. Нехай x 6= 0. За вiдомим

спiввiдношенням 1−cosα ∼ α2

2 (α → 0), маємо 1−cos x
n ∼ x2

2 · 1
n2 (n→ ∞).

Тому в якостi ряду для порiвняння доцiльно обрати ряд
∞∑

n=1

1
n2 , для якого

lim
n→∞

1−cos x
n

1
n2

= x2

2 = λ (0 < λ <∞). Iз ознаки порiвняння в граничнiй фор-

мi випливає, що ряд
∞∑

n=1

1
n2 i початковий ряд збiгаються або розбiгаються

одночасно (при x 6= 0). Ранiше було показано, що ряд
∞∑

n=1

1
n2 збiгається

(це – узагальнений гармонiчний ряд при s = 2 > 1). Тому збiгається i

початковий ряд при будь-якому x.

8.3.2 Ознака Даламбера

Теорема (ознака Даламбера). Нехай заданий ряд
∞∑

n=1
an з дода-

тними доданками. Припустимо, що iснує таке число q, 0 < q < 1, що
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починаючи з деякого номера N справедлива нерiвнiсть an+1

an
≤ q (n ≥ N).

Тодi ряд
∞∑

n=1
an збiгається.

Зауваження 1. Iз нерiвностi

an+1

an
< 1

не випливає збiжнiсть ряду
∞∑

n=1
an. Така нерiвнiсть означає лише те, що

доданки ряду строго спадають, а з цього зовсiм не випливає збiжнiсть

ряду, наприклад,
∞∑

n=1

1
n
,

∞∑
n=1

1√
n

i т. д.

Зауваження 2. Iз нерiвностi

an+1

an
≥ 1 (n ≥ N)

одразу випливає розбiжнiсть ряду
∞∑

n=1
an. Справдi, ця нерiвнiсть означає,

що доданки ряду утворюють неспадну послiдовнiсть додатних чисел, i

тому вони не прямують до нуля, тобто не виконана необхiдна умова збi-

жностi.

Наслiдок (ознака Даламбера у граничнiй формi). Нехай зада-

ний ряд
∞∑

n=1
an з додатними доданками. Припустимо, що iснує (може

бути навiть i нескiнченна) lim
n→∞

an+1

an
= λ. Тодi

a) якщо 0 ≤ λ < 1, то заданий ряд збiгається;

b) якщо 1 < λ ≤ ∞, то заданий ряд розбiгається;

c) якщо ж λ = 1, то нiчого визначеного щодо збiжностi заданого

ряду сказати не можна.

Перше твердження цього наслiдку випливає з наведеної теореми, дру-

ге – iз зауваження 2. Для доведення твердження c) наведемо приклади

збiжного та розбiжного рядiв, для яких λ = 1. Ряд
∞∑

n=1

1
n розбiгається i

an+1

an
= n

n+1 → 1 при n→ ∞. Ряд
∞∑

n=1

1
n2 збiгається i an+1

an
→ 1 при n→ ∞.
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8.3.3 Ознака Кошi

Теорема (ознака Кошi). Нехай заданий ряд
∞∑

n=1
an з невiд’ємними

доданками. Припустимо, що iснує таке число q, 0 < q < 1, що починаючи

з деякого номера N справедлива нерiвнiсть n
√
an ≤ q (n ≥ N). Тодi ряд

∞∑
n=1

an збiгається.

Зауваження 1. Якщо для нескiнченної кiлькостi номерiв n справе-

длива нерiвнiсть n
√
an ≥ 1, то ряд

∞∑
n=1

an розбiгається. Справдi, у цьо-

му випадку для нескiнченної кiлькостi номерiв n виконується нерiвнiсть

an ≥ 1 i, отже, не виконана необхiдна умова збiжностi.

Це зауваження iстотно вiдрiзняється вiд зауваження 1 до ознаки Да-

ламбера. Ряд може бути збiжним i таким, що для нескiнченної кiлькостi

номерiв n справедлива нерiвнiсть an+1

an
≥ 1, наприклад, 1

2 + 1
3 + 1

22 + 1
32 +

. . . + 1
2n + 1

3n + . . .. У зауваженнi 1 до ознаки Даламбера важливо, що

нерiвнiсть an+1

an
≥ 1 справедлива для всiх номерiв, починаючи з деякого.

Наслiдок (ознака Кошi в граничнiй формi). Нехай заданий ряд
∞∑

n=1
an з невiд’ємними доданками. Припустимо, що iснує (може бути

навiть нескiнченна) lim
n→∞

n
√
an = λ. Тодi

a) якщо 0 ≤ λ < 1, то заданий ряд збiгається;

b) якщо 1 < λ ≤ ∞, то заданий ряд розбiгається;

c) якщо ж λ = 1, то нiчого визначеного щодо збiжностi заданого

ряду сказати не можна.

Приклад 1. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

n
2n . За ознакою Далам-

бера,
an+1

an
=
n+ 1

2n+1
· 2

n

n
=

1

2
· n+ 1

n
→ 1

2
(n→ ∞),

i, отже заданий ряд збiгається.

За ознакою Кошi,

n
√
an = n

√
n

2n
=

1

2
n
√
n→ 1

2
(n→ ∞),

i, отже, заданий ряд збiгається.
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Приклад 2. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

1
(2n+1)! . До цього ряду

зручно застосувати ознаку Даламбера

an+1

an
=

(2n+ 1)!

(2(n+ 1) + 1)!
=

1 · 2 · . . . · (2n+ 1)

1 · 2 · . . . · (2n+ 1)(2n+ 2)(2n + 3)
=

=
1

(2n+ 2)(2n+ 3)
→ 0 (n→ ∞).

За ознакою Даламбера заданий ряд збiгається.

Приклад 3. До ряду

1

2
+

1

3
+

1

22
+

1

32
+ . . . +

1

2n
+

1

3n
+ . . .

жодна з ознак Даламбера чи Кошi у граничнiй формi не може бути за-

стосованою, оскiльки не iснує границь an+1

an
i n
√
an при n → ∞. В той же

час, оскiльки

an =

{
2−k, n = 2k − 1,

3−k, n = 2k,

то n
√
an ≤ n

√
2−n/2 = 1√

2
< 1 i, за ознакою Кошi у неграничнiй формi,

заданий ряд збiгається.

8.3.4 Iнтегральна ознака

Нехай на пiвпрямiй [1,+∞) задана функцiя f , iнтегровна на кожному

вiдрiзку [1, x] (x > 1). Якщо iснує lim
x→+∞

x∫
1

f(t) dt, то кажуть, що невласний

iнтеграл
+∞∫
1

f(x) dx збiгається i позначають цю границю lim
x→+∞

x∫
1

f(t) dt =

+∞∫
1

f(t) dt.

Теорема (iнтегральна ознака збiжностi). Нехай невiд’ємна фун-

кцiя f монотонно незростаюча на [1,+∞). Тодi числовий ряд
∞∑

n=1
f(n)

збiгається в тому i лише в тому випадку, коли збiгається невласний

iнтеграл
+∞∫
1

f(x) dx.
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Приклад 1 (узагальнений гармонiчний ряд). Розглянемо ряд
∞∑

n=1

1
ns (s > 0). Для дослiдження його збiжностi покладемо f(x) = x−s.

Функцiя f(x) = x−s (s > 0) додатна i спадає на [1,+∞). Щоб застосувати

iнтегральну ознаку, обчислимо
+∞∫
1

dx
xs . Маємо

x∫

1

dt

ts
=

{
x1−s−1
1−s , s 6= 1,

lnx, s = 1.

Якщо s > 1, то
x∫
1

dt
ts → 1

s−1 (x→ +∞), тобто невласний iнтеграл збiгається

i, отже, збiгається i заданий ряд. Якщо ж s ≤ 1, то
x∫
1

dt
ts

→ ∞ (x→ +∞),

тобто невласний iнтеграл розбiжний i, отже, розбiгається i заданий ряд.

Приклад 2. Розглянемо ряд
∞∑

n=2

1
n(ln n)p (p > 0). Покладемо f(x) =

1
x(ln x)p

i застосуємо iнтегральну ознаку. Маємо

x∫

2

dt

t(ln t)p
=

ln x∫

ln 2

dz

zp
=





1
1−p

(
(ln x)1−p − (ln 2)1−p

)
, p 6= 1,

ln lnx − ln ln 2, p = 1.

Якщо p > 1, то при x → +∞ невласний iнтеграл збiгається i, отже, збi-

гається i заданий ряд. Якщо ж p ≤ 1, то невласний iнтеграл розбiжний i

тому розбiгається i заданий ряд.

8.4 Знакозмiннi ряди. Ознака Лейбниця

Означення. Числовий ряд
∞∑

n=1
an називається знакозмiнним, якщо

його доданки почергово мiняють знак, тобто якщо an · an+1 < 0 (n =

1, 2, . . .).

Знакозмiнний ряд можна записати у виглядi

u1 − u2 + u3 − u4 + . . . =
∞∑

n=1

(−1)n−1un,

де un ≥ 0.
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Теорема Лейбниця. Якщо модулi доданкiв un знакозмiнного ряду
∞∑

n=1
(−1)n−1un монотонно спадають до нуля, то цей ряд збiгається.

Знакозмiнний ряд, який задовольняє умову теореми Лейбниця, нази-

вають рядом лейбницiвського типу. Теорема Лейбниця стверджує, що ряд

лейбницiвського типу збiгається.

Приклад. Розглянемо узагальнений напiвгармонiчний ряд
∞∑

n=1

(−1)n−1

ns .

Якщо s ≤ 0, то цей ряд розбiгається, оскiльки його доданки не прямують

до нуля. При s > 0 модулi доданкiв ряду un = 1
ns монотонно прямують

до нуля i тому заданий ряд є рядом лейбницiвського типу. За теоремою

Лейбниця, вiн збiгається. Ранiше ми показали, що ряд, складений iз мо-

дулiв доданкiв, – узагальнений гармонiчний ряд – збiгається при s > 1 i

розбiгається при s ≤ 1. Таким чином, збiжнiсть узагальненого напiвгар-

монiчного ряду при 0 < s ≤ 1 обумовлена не тим, що його доданки малi,

а взаємною iнтерференцiєю доданкiв рiзних знакiв.

Зауваження. Умову монотонностi в теоремi Лейбниця не можна вiд-

кинути, тобто знакозмiнний ряд, доданки якого прямують до нуля не

монотонно, може виявитись розбiжним.

Теорема (оцiнка залишку ряду лейбницiвського типу). Зали-

шок пiсля n-го доданку ряду лейбницiвського типу має такий же знак,

як i його перший доданок, а модуль залишку не бiльший, нiж модуль

його першого доданку.

8.5 Абсолютна та умовна збiжнiсть.

Перестановки рядiв

Означення. Ряд
∞∑

n=1
an називається абсолютно збiжним, якщо збiга-

ється ряд
∞∑

n=1
|an|, складений iз модулiв його доданкiв. Ряд називається

умовно збiжним, якщо вiн збiжний, а ряд, складений iз модулiв його до-

данкiв, розбiгається.
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Наприклад, ряд
∞∑

n=1

(−1)n−1

n збiгається (за теоремою Лейбниця), а ряд

iз модулiв його доданкiв
∞∑

n=1

1
n – гармонiчний ряд – розбiгається. Таким

чином, ряд
∞∑

n=1

(−1)n−1

n збiгається умовно.

Теорема (про збiжнiсть абсолютно збiжного ряду). Якщо ряд
∞∑

n=1
an збiгається абсолютно, то вiн збiгається.

Перестановки рядiв

Нехай заданий ряд
∞∑

n=1
an. Переставимо його доданки довiльним чином

i в результатi отримаємо новий ряд
∞∑
k=1

ank
, який називається перестанов-

кою заданого ряду
∞∑

n=1
an.

Як вiдомо, доданки скiнченної суми можна переставляти довiльним

чином, в результатi чого сума не змiнюється. Для рядiв ця властивiсть,

взагалi кажучи, не має мiсця. Але справедлива наступна теорема.

Теорема (про перестановку абсолютно збiжного ряду). Нехай

ряд
∞∑

n=1
an збiгається абсолютно. Тодi при будь-якiй перестановцi його

доданкiв переставлений ряд
∞∑
k=1

ank
також збiгається i його сума дорiв-

нює сумi початкового ряду.

Наступна теорема показує, що таку властивiсть задовольняють лише

абсолютно збiжнi ряди.

Теорема Рiмана (про перестановку умовно збiжного ряду).

Нехай ряд збiгається умовно. Тодi для будь-якого числа α iснує така

перестановка цього ряду, що переставлений ряд збiгається до числа α.

Далi, початковий ряд можна переставити так, щоб частковi суми пе-

реставленого ряду розбiгались до +∞, чи −∞, або ж не мали нi скiн-

ченної, нi нескiнченної границь.
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8.6 Множення рядiв. Теорема Кошi

Розглянемо два ряди
∞∑

n=1
an i

∞∑
n=1

bn. Складемо усi можливi добутки aibj

i розташуємо їх у матрицю




a1b1 a1b2 a1b3 . . .

a2b1 a2b2 a2b3 . . .

a3b1 a3b2 a3b3 . . .

. . . . . . . . . . . .



.

Елементи цiєї нескiнченної матрицi рiзними способами можна розташо-

вувати у послiдовнiсть i, таким чином, отримувати рiзнi ряди.

Теорема Кошi (про добуток абсолютно збiжних рядiв). Нехай

ряди
∞∑

n=1
an i

∞∑
n=1

bn збiгаються абсолютно. Тодi ряд, доданками якого є

усi можливi добутки aibj, якi розташованi у довiльному порядку, збiга-

ється i його сума дорiвнює добутку сум заданих рядiв.

8.7 Нескiнченнi добутки

Означення. Нехай {pn}∞n=1 – послiдовнiсть дiйсних чисел. Покла-

демо Π1 = p1, Π2 = p1p2, . . ., Πn = p1p2 · . . . · pn, . . .. Якщо послiдовнiсть

{Πn} має скiнченну, вiдмiнну вiд нуля, границю, то кажуть, що нескiнчен-

ний добуток збiгається, i позначають
∞∏

n=1
pn = lim

n→∞
Πn. У протилежному

випадку кажуть, що нескiнченний добуток
∞∏

n=1
pn розбiгається.

Приклад 1. Обчислити
∞∏

n=1

(
1− 1

(n+1)2

)
. Тут pn = 1− 1

(n+1)2
,

Πn = p1 . . . pn =

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
. . .

(
1− 1

(n+ 1)2

)
=

=
22 − 1

22
· 3

2 − 1

32
. . .

(n+ 1)2 − 1

(n+ 1)2
=

=
(2− 1)(2 + 1)

2 · 2 · (3− 1)(3 + 1)

3 · 3 . . .
n(n+ 2)

(n+ 1)(n + 1)
=
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=
1

2
· 3
2
· 2
3
· 4
3
· 3
4
. . .

n− 2

n− 1
· n

n− 1
· n− 1

n
· n+ 1

n
· n

n+ 1
· n+ 2

n+ 1
=

1

2
· n+ 2

n+ 1
,

lim
n→∞

Πn = 1
2 lim
n→∞

n+2
n+1 = 1

2 . Отже, заданий нескiнченний добуток збiгає-

ться i
∞∏

n=1

(
1− 1

(n+ 1)2

)
=

1

2
.

Приклад 2. Обчислити
∞∏

n=1
cos ϕ

2n

(
|ϕ| < π

2

)
. Маємо pn = cos ϕ

2n ,

Πn = cos
ϕ

2
· cos ϕ

4
· . . . · cos ϕ

2n
=

= cos
ϕ

2
· cos ϕ

4
· . . . ·

(
cos

ϕ

2n
sin

ϕ

2n

) 1

sin ϕ
2n

=

= cos
ϕ

2
· cos ϕ

4
· . . . · cos ϕ

2n−1

(
1

2
sin

ϕ

2n−1

)
1

sin ϕ
2n

=

= cos
ϕ

2
· cos ϕ

4
· . . . · cos ϕ

2n−2
· 1
2
sin

ϕ

2n−2
· 1
2

1

sin ϕ
2n

= . . .

=
1

2n
sinϕ

1

sin ϕ
2n
,

lim
n→∞

Πn = sinϕ lim
n→∞

1/2n

sin (ϕ/2n)
=

sinϕ

ϕ
(ϕ 6= 0) .

Якщо ж ϕ = 0, то кожний pn = 1, Πn = 1 i lim
n→∞

Πn = 1. Таким чином,

заданий нескiнченний добуток збiгається при будь-яклму ϕ
(
|ϕ| < π

2

)
i

∞∏

n=1

cos
ϕ

2n
=

{
sinϕ
ϕ , ϕ 6= 0, |ϕ| < π

2 ,

1, ϕ = 0.

Елементарнi властивостi нескiнченних добуткiв

Теорема 1 (необхiдна умова збiжностi). Якщо нескiнченний до-

буток
∞∏

n=1
pn збiгається, то lim

n→∞
pn = 1.

Теорема 2. Для того, щоб нескiнченний добуток
∞∏

n=1
pn (pn > 0) збi-

гався, необхiдно та достатньо, щоб збiгався ряд
∞∑

n=1
ln pn.
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Теорема 3. Нехай задана послiдовнiсть чисел an > −1 (n = 1, 2, . . .)

одного знака. Нескiнченний добуток
∞∏

n=1
(1 + an) збiгається тодi i лише

тодi, коли збiгається ряд
∞∑

n=1
an.

Приклад 1. Ранiше ми вже розглядали добуток
∞∏

n=1

(
1− 1

(n+1)2

)
. Тут

an = − 1
(n+1)2

. Ряд
∞∑

n=1

(
− 1

(n+1)2

)
збiгається i, отже, збiгається i заданий

добуток.

Приклад 2. Розглянемо добуток
∞∏

n=1

(
1− 1

n+1

)
. У цьому прикладi

an = − 1
n+1 i ряд

∞∑
n=1

an =
∞∑

n=1

(
− 1

n+1

)
розбiгається. Тому розбiгається

i заданий добуток. Оскiльки множники pn = 1 − 1
n+1 < 1 то частиннi

добутки 0 < Πn = Πn−1 · pn < Πn−1 спадають. Оскiльки нескiнченний

добуток розбiгається, то його частиннi добутки прямують до нуля.

Приклад 3. Дослiдимо на збiжнiсть
∞∏

n=1

n√
n2+1

. Маємо

pn =
n√

n2 + 1
= 1 +

n√
n2 + 1

− 1,

an =
n√

n2 + 1
− 1 =

n−
√
n2 + 1√

n2 + 1
=

−1√
n2 + 1

· 1

n+
√
n2 + 1

∼ − 1

2n2
.

При n = 1, 2, . . . маємо an < 0 i |an| ∼ 1
2n2 , i тому ряд

∞∑
n=1

an збiгається.

Таким чином, збiгається i заданий добуток.

Контрольнi питання

1. Збiжнi та розбiжнi числовi ряди. Критрiй Кошi. Елементарнi вла-

стивостi. Приклади (геометрична прогресiя).

2. Ряди з невiд’ємними доданками. Гармонiчний та узагальнений гар-

монiчний ряди.

3. Ознака порiвняння, ознаки Даламбера та Кошi, iнтегральна ознака.

4. Знакозмiннi ряди, теорема Лейбниця.

5. Абсолютна та умовна збiжнiсть. Теорема Рiмана.

6. Нескiнченнi добутки та їх властивостi.



Роздiл 9. Функцiональнi послiдовностi та ряди

9.1 Означення та приклади

Нехай на деякiй множинi E задана послiдовнiсть функцiй {fn(x)}∞n=1 .

Припустимо, що для будь-якого фiксованого x ∈ E числова послiдовнiсть

fn(x) має границю при n → ∞. Тодi для x ∈ E отримуємо lim
n→∞

fn(x) ≡
f(x), де f – деяка функцiя, визначена на E. Цю функцiю називають гра-

ничною функцiєю заданої послiдовностi i кажуть, що задана послiдов-

нiсть збiгається до функцiї f поточково.

Приклад 1. Нехай fn(x) = xn (0 ≤ x ≤ 1). Тодi для 0 ≤ x < 1 маємо

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn = 0,

а lim
n→∞

fn(1) = lim
n→∞

1 = 1. Тому отримали

f(x) = lim
n→∞

xn =

{
0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1.

Таким чином, задана послiдовнiсть неперервних функцiй збiгається до

розривної функцiї.

Приклад 2. Нехай fn(x) = 1
1+nx (x ≥ 0). Тодi

f(x) = lim
n→∞

1

1 + nx
=

{
0, x > 0,

1, x = 0.

Приклад 3. Нехай fn(x) = nx
1+n2x2 (x ∈ R). Кожна функцiя fn –

непарна. Iз нерiвностi 2|a| ≤ 1 + a2 отримуємо, що |fn(x)| ≤ |nx|
1+|nx|2 ≤ 1

2

при всiх x ∈ R. Якщо ж x = 1
n , то fn

(
1
n

)
= 1

2 . Легко бачити, що

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

nx

1 + n2x2
= 0 (x ∈ R).

166
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Нехай на деякiй множинi E задана послiдовнiсть функцiй {un(x)}∞n=1.

Припустимо, що для кожного фiксованого x ∈ E числовий ряд
∞∑

n=1
un(x)

збiгається. Позначимо його суму через f(x). У цьому випадку будемо каза-

ти, що функцiональний ряд
∞∑

n=1
un(x) збiгається поточково на множинi E

до функцiї f .

Зауваження. Iз наданих означень видно, що поточкова збiжнiсть

функцiонального ряду еквiвалентна поточковiй збiжностi послiдовностi

його частинних сум fn(x) =
n∑

k=1

uk(x).

Приклад 4. Нехай заданий функцiональний ряд
∞∑

n=0

x2

(1+x2)n (x ∈ R).
При кожному фiксованому x 6= 0 цей ряд є геометричною прогресiєю iз

знаменником q = 1
1+x2 (|q| < 1). Тому

f(x) =
∞∑

n=0

x2

(1 + x2)
n =

x2

1− 1
1+x2

= 1 + x2 (x 6= 0).

Якщо x = 0, то, очевидно,
∞∑

n=0

x2

(1+x2)n =
∞∑

n=0
0 = 0. Таким чином,

f(x) =

∞∑

n=0

x2

(1 + x2)n
=

{
1 + x2, x 6= 0,

0, x = 0,

тобто сума ряду, доданки якого – неперервнi функцiї, виявилась розрив-

ною функцiєю.

9.2 Рiвномiрна збiжнiсть

Означення. Нехай на множинi E задана послiдовнiсть функцiй fn

(n = 1, 2, . . .), яка збiгається на E поточково до функцiї f . Кажуть, що

послiдовнiсть {fn} збiгається рiвномiрно до функцiї f на множинi E, якщо

для будь-якого ε > 0 знайдеться такий номер N , залежний лише вiд ε (i не

залежний вiд x), що для кожного n ≥ N i для кожного x ∈ E справедлива

нерiвнiсть |fn(x) − f(x)| < ε.
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Означення поточкової збiжностi на множинi E в кванторах можна

записати наступним чином:

∀x ∈ E ∀ε > 0 ∃N = N(ε, x) : ∀n ≥ N |fn(x)− f(x)| < ε,

а рiвномiрної збiжностi – так:

∀ε > 0 ∃N = N(ε) : ∀n ≥ N ∀x ∈ E |fn(x) − f(x)| < ε.

В означеннi поточкової збiжностi номерN залежить, взагалi кажучи, вiд ε

i вiд x, а в означеннi рiвномiрної збiжностi номер N залежить лише вiд ε i

не залежить вiд x. Iнакше кажучи, поточкова збiжнiсть буде рiвномiрною,

якщо для заданого ε > 0 номер N можна пiдiбрати так, щоб вiн згодився

одразу для всiх x ∈ E.

Тепер бачимо, що властивiсть рiвномiрної збiжностi не слабша за вла-

стивiсть поточкової збiжностi, тобто iз рiвномiрної збiжностi випливає

поточкова збiжнiсть. Обернене твердження не має мiсця. Може вияви-

тись, що для кожного ε > 0 i для x ∈ E знайдеться номер N = N(ε, x),

але для всiх одразу x ∈ E номер N , незалежний вiд x, може i не iснувати.

Наведемо вiдповiдний приклад.

Приклад 1. Нехай fn(x) = xn (x ∈ E ≡ (0, 1)). Ми вже бачили, що

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = f(x) ≡ 0 (0 < x < 1).

Якби послiдовнiсть {xn} збiгалась до функцiї f рiвномiрно, то нерiвнiсть

|xn − f(x)| < ε при достатньо великих n (n ≥ N(ε)) повинна була б вико-

нуватись одразу для всiх x ∈ E. Але це не так, оскiльки при фiксованому

n маємо lim
x→1−0

xn = 1, i тому в будь-якому лiвому пiвоколi точки x0 = 1

при фiксованому n знайдеться така точка xn < 1, що xnn >
1
2 . Тому, якщо

ми вiзьмемо ε0 = 1
2 , то отримаємо нерiвнiсть |xnn − 0| ≥ ε0. Отже, маємо

∃ε0
(
ε0 =

1

2

)
: ∀N ∃n ≥ N (n = N) ∃xn = xn(ε, n) ∈ E :

|fn (xn)− f (xn)| ≥ ε0.

Це означає, що задана послiдовнiсть не є рiвномiрно збiжною на множи-

нi E.
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У цьому прикладi "поганi" точки xn, тобто такi, в яких справедли-

ва нерiвнiсть |fn (xn)− f (xn)| ≥ ε0, знаходяться поблизу точки x0 = 1.

Якщо ми вiдокремимось вiд x0, тобто розглянемо послiдовнiсть {xn} на

множинi Eδ = (0, 1 − δ], де δ > 0 – довiльне число, то збiжнiсть заданої

послiдовностi до функцiї f(x) ≡ 0 на множинi Eδ вже стане рiвномiрною.

Справдi, у цьому випадку

|fn(x)− f(x)| = xn ≤ (1− δ)n < ε (0 ≤ x ≤ 1− δ),

якщо лише n ≥ N(ε), де N(ε) =
[

ln ε
ln(1−δ)

]
+ 1 не залежить вiд x ∈ Eδ.

Приклад 2. Для послiдовностi функцiй fn(x) =
nx

1+n2x2 (x ∈ E ≡ R)

ранiше ми показали, що

f(x) = lim
n→∞

nx

1 + n2x2
= 0 (x ∈ R).

Тому |fn(x) − f(x)| → 0 (n→ ∞) при кожному фiксованому x ∈ R. Але ж

при фiксованому n найбiльшого значення функцiя fn(x) = nx
1+n2x2 досягає

в точцi xn = 1
n i це значення дорiвнює fn

(
1
n

)
= 1

2 . Таким чином, для

ε0 = 1
2 нерiвнiсть |fn(x) − f(x)| < ε0 не може бути виконаною одразу для

всiх x ∈ R. Отже, послiдовнiсть {fn} збiгається до функцiї f ≡ 0 на R,

але нерiвномiрно, тобто

∃ε0
(
ε0 =

1

2

)
: ∀N ∃n ≥ N (n = N) ∃xn

(
xn =

1

n

)
:

|fn (xn)− f (xn)| ≥ ε0.

Якщо ж зафiксувати число δ > 0, то неважко показати, що на множинi

Eδ = [δ,+∞) послiдовнiсть функцiй fn(x) = nx
1+n2x2 збiгається рiвномiрно.

Справдi, нерiвнiсть

|fn(x)− f(x)| = nx

1 + n2x2
≤ 1

nx
≤ 1

nδ
< ε (x ∈ Eδ)

виконується, якщо n ≥ N(ε), де N(ε) =
[

1
εδ

]
+ 1 не залежить вiд x ∈ Eδ.

Геометричений сенс рiвномiрної збiжностi полягає в тому, що

починаючи з номера N графiки функцiй fn(x) розташованi в ε-смузi гра-

фiка функцiї f .
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Рiвномiрна збiжнiсть ряду означається як рiвномiрна збiжнiсть послi-

довностi його частинних сум.

Означення. Нехай на множинi E задана послiдовнiсть функцiй {un}.
Ряд

∞∑
n=1

un називається рiвномiрно збiжним на множинi E, якщо вiн збi-

гається поточково на E i послiдовнiсть його частинних сум рiвномiрно

збiгається до суми ряду на множинi E.

Iншими словами, означення рiвномiрної збiжностi функцiонального

ряду
∞∑

n=1
un, який збiгається до функцiї f на множинi E, можна сфор-

мулювати наступним чином. Позначимо через Sn(x) =
n∑

k=1

uk(x) частиннi

суми ряду
∞∑

n=1
un(x), rn(x) =

∞∑
k=n+1

uk(x) – залишок пiсля n-го додан-

ку. Тодi Sn(x) + rn(x) = f(x), а рiвномiрна збiжнiсть ряду означає, що

для будь-якого ε > 0 знайдеться такий номер N (який залежить ли-

ше вiд ε), що для всiх n ≥ N i для всiх x ∈ E справедлива нерiвнiсть

|Sn(x) − f(x)| < ε. Але, оскiльки |Sn(x) − f(x)| = |rn(x)|, то отримуємо

∀ε > 0 ∃N : ∀n ≥ N ∀x ∈ E |rn(x)| < ε.

Це в свою чергу означає, що залишок ряду рiвномiрно прямує до нуля.

Таким чином, отримали наступне еквiвалентне означення рiвномiрної збi-

жностi ряду.

Означення. Ряд
∞∑

n=1
un(x) називається рiвномiрно збiжним на мно-

жинi E, якщо послiдовнiсть його залишкiв пiсля n-го доданку {rn} рiв-

номiрно прямує до нуля на множинi E.

Це означення вигiднiше порiвняно з попереднiм тим, що воно вико-

ристовує лише доданки початкового ряду i не використовує суму самого

ряду f(x) =
∞∑

n=1
un(x).

Приклад 1. Ряд
∞∑

n=1
xn поточково збiгається на iнтервалi (−1, 1),

оскiльки вiн є сумою геометричної прогресiї iз знаменником x, |x| < 1.

Дослiдимо його на рiвномiрну збiжнiсть. Для цього розглянемо залишок
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rn(x) =
∞∑

k=n+1

xk = xn+1

1−x . При фiксованому x i n → ∞ маємо rn(x) → 0.

Це означає, що заданий ряд збiгається при кожному x, тобто поточко-

во. Якщо ж зафiксувати n i спрямувати x до 1 − 0, то отримаємо, що
xn+1

1−x → +∞, тобто якщо x близький до 1, то rn(x) набуває великих

значень. Це означає, що нерiвнiсть |rn(x)| = |x|n+1

1−x
< ε одразу для всiх

x ∈ (−1, 1) не може справджуватись, яким би великим номер n ми б не

обрали. Таким чином, наш ряд збiгається на (−1, 1), але нерiвномiрно.

З iншого боку, на будь-якому вiдрiзку [−q, q], де 0 < q < 1, ряд
∞∑

n=1
xn

збiгається рiвномiрно. Справдi, у цьому випадку

|rn(x)| =
∣∣∣∣∣

∞∑

k=n+1

xk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
xn+1

1− x

∣∣∣∣ ≤
qn+1

1− q
, (x ∈ [−q, q]).

Звiдси випливає, що послiдовнiсть {rn(x)} рiвномiрно збiгається до нуля

на [−q, q], тобто заданий ряд збiгається рiвномiрно на [−q, q].

Приклад 2. Розглянемо ряд
∞∑

n=0

x2

(1+x2)n . Маємо

rn(x) =

{
1

(1+x2)n , x 6= 0,

0, x = 0.

Якщо x фiксоване, то rn(x) → 0 при n→ ∞. Це означає, що ряд збiжний

при будь-якому x ∈ R, тобто вiн збiгається поточково. Якщо зафiксуємо n,

то при прямуваннi x до нуля отримуємо, що rn(x) → 1, а це означає, що

нерiвнiсть |rn(x)| = 1
(1+x2)n < ε при 0 < ε < 1 не може виконуватись одра-

зу для всiх x ∈ R, яким би великим номер n ми б не взяли. Таким чином,

rn(x) → 0 (n→ ∞), але нерiвномiрно. Отже, заданий ряд збiгається на R

нерiвномiрно.

Зауваження. Нехай заданий ряд
∞∑

n=1

un(x) (x ∈ E).

Розглянемо величини

µn = sup
x∈E

∣∣∣∣∣

∞∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ = sup
x∈E

|rn(x)| .
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Тодi означення рiвномiрної збiжностi цього ряду на множинi E можна

сформулювати наступним чином.

Ряд збiгається рiвномiрно на множинi E, якщо lim
n→∞

µn = 0.

Справдi, якщо µn → 0 (n → ∞), то для будь-якого ε > 0 знайде-

ться такий номер N , що для всiх n ≥ N виконується нерiвнiсть µn < ε,

тобто для всiх x ∈ E справедлива нерiвнiсть |rn(x)| < ε, а отже зада-

ний ряд збiгається рiвномiрно. Навпаки, якщо rn(x) рiвномiрно пряму-

ють до нуля, то для всiх x ∈ E виконується нерiвнiсть |rn(x)| < ε. Тому i

µn = sup
x∈E

|rn(x)| ≤ ε, тобто µn → 0 при n→ ∞.

Приклад 3. Дослiдити на рiвномiрну збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

(−1)n

x2+n на мно-

жинi R.

Заданий ряд є рядом лейбницiвського типу i тому, згiдно з теоремою

про оцiнку залишку ряду лейбницiвського типу, |rn(x)| ≤ 1
x2+n+1 ≤ 1

n+1 .

Таким чином, µn ≤ 1
n+1 → 0 (n → ∞), i, отже, заданий ряд збiгається

рiвномiрно на R.

9.2.1 Критерiй Кошi

Теорема (критерiй Кошi рiвномiрної збiжностi послiдовно-

стi). Для того щоб послiдовнiсть функцiй {fn} рiвномiрно збiгалась на

множинi E до деякої функцiї, необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого

ε > 0 iснував такий номер N , залежний лише вiд ε, що для довiль-

них номерiв n,m ≥ N i для кожного x ∈ E виконувалась нерiвнiсть

|fn(x) − fm(x)| < ε.

Для рядiв цю теорему можна сформулювати наступним чином.

Теорема (критерiй Кошi рiвномiрної збiжностi функцiональ-

ного ряду). Для того щоб функцiональний ряд
∞∑

n=1
un(x) рiвномiрно збi-

гався на множинi E, необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого ε > 0

iснував такий номер N , залежний лише вiд ε, що для всiх n ≥ N , p ∈ N

i для будь-якого x ∈ E виконувалась нерiвнiсть

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε.
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9.2.2 Ознака Вейєрштрасса

Теорема (ознака Вейєрштрасса рiвномiрної збiжностi фун-

кцiонального ряду). Нехай заданий ряд
∞∑

n=1
un(x) (x ∈ E). Припусти-

мо, що iснує числова послiдовнiсть {an}, така, що |un(x)| ≤ an (n =

1, 2 . . .) для всiх x ∈ E, i числовий ряд
∞∑

n=1
an збiгається. Тодi заданий

ряд збiгається рiвномiрно на E.

Зауваження 1. Ознака Вейєрштрасса є лише достатньою умовою рiв-

номiрної збiжностi функцiонального ряду. Справдi, розглянутий ранiше

приклад 3 ряду
∞∑

n=1

(−1)n

x2+n показує, що цей ряд збiгається рiвномiрно на R,

але оцiнити зверху його доданки можна лише доданками розбiжного чи-

слового ряду
∞∑

n=1

1
n .

Зауваження 2. Ознака Вейєрштрасса надає достатню умову не лише

рiвномiрної, а й абсолютної збiжностi ряду. Це одразу випливає з нерiв-

ностi
n+p∑

k=n+1

|uk(x)| ≤
n+p∑

k=n+1

ak (x ∈ E).

Зауваження 3. Ознака Вейєрштрасса полягає у тому, що iз збiжно-

стi ряду
∞∑

n=1
αn, где αn = sup

x∈E
|un(x)|, випливає рiвномiрна (i абсолютна)

збiжнiсть ряду
∞∑

n=1
un(x) на множинi E.

Приклад 4. Розглянемо ряд
∞∑

n=1

x
1+n4x2 на R. Використовуючи очеви-

дну нерiвнiсть 2|a| ≤ 1 + a2, знаходимо мажорантний числовий ряд
∣∣∣∣

x

1 + n4x2

∣∣∣∣ ≤
1

n2

∣∣n2x
∣∣

1 + (n2x)2
≤ 1

2

1

n2
.

Оскiльки числовий ряд
∞∑

n=1

1
2

1
n2 збiгається, то заданий функцiональний

ряд збiгається рiвномiрно на R.

Приклад 5. Ряд
∞∑

n=1

cosnx
n2 збiгається рiвномiрно на множинiR, оскiль-

ки
∣∣ cosnx

n2

∣∣ ≤ 1
n2 i числовий ряд

∞∑
n=1

1
n2 збiгається.
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Ранiше ми вже бачили такi приклади, коли послiдовнiсть неперервних

функцiй може збiгатись до розривної функцiї. Така ситуацiя може вияви-

тись лише у випадку, коли ця послiдовнiсть збiгається нерiвномiрно.

9.3 Рiвномiрна збiжнiсть та неперервнiсть

Теорема (про неперервнiсть рiвномiрно збiжної послiдовностi

неперервних функцiй). Нехай на вiдрiзку [a, b] задана послiдовнiсть

функцiй {fn}, яка збiгається до функцiї f рiвномiрно на [a, b]. Якщо всi

функцiї fn неперервнi в точцi x0 ∈ [a, b], то i гранична функцiя f також

неперервна в точцi x0.

Зауваження. Як вiдзначено вище, умову рiвномiрної збiжностi у цiй

теоремi не можна вiдкинути. Справдi, ранiше ми навели приклад послi-

довностi неперервних функцiй fn(x) = xn, яка на вiдрiзку [0, 1] збiгається,

але гранична функцiя

f(x) =

{
0, 0 ≤ x < 1,

1, x = 1

розривна.

З iншого боку, вимога рiвномiрної збiжностi не є необхiдною для того,

щоб гранична функцiя була неперервною. Iншими словами, iснує послi-

довнiсть неперервних функцiй, яка збiгається до неперервної функцiї, але

нерiвномiрно. Таку послiдовнiсть fn(x) = nx
1+n2x2 ми вже наводили у яко-

стi прикладу.

Для рядiв наведена вище теорема може бути сформульована у насту-

пному виглядi.

Теорема (про неперервнiсть суми рiвномiрно збiжного ряду

неперервних функцiй). Нехай на вiдрiзку [a, b] задана послiдовнiсть

неперевних в точцi x0 ∈ [a, b] функцiй un, така, що ряд
∞∑

n=1
un(x) збiга-

ється рiвномiрно на [a, b]. Тодi сума цього ряду є неперевною в точцi x0

функцiєю.
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Почленний перехiд до границi пiд знаком iнтеграла та по-

членне iнтегрування ряду

Нехай задана послiдовнiсть iнтегровних на вiдрiзку [a, b] функцiй fn

i нехай послiдовнiсть {fn} збiгається на [a, b] поточково до функцiї f .

Поставимо питання: чи зобов’язана функцiя f бути iнтегровною на [a, b]

i чи справедлива рiвнiсть

lim
n→∞

b∫

a

fn(x) dx =

b∫

a

f(x) dx ?

Негативнi вiдповiдi на цi запитання дають наступнi приклади.

Приклад 1. Нехай {rn}∞n=1 – послiдовнiсть всiх рацiональних точок

з вiдрiзка [0, 1]. Позначимо

fn(x) =

{
1, x ∈ {r1, . . . , rn} ,
0, x ∈ [0, 1] \ {r1, . . . , rn} .

Тодi кожна функцiя fn iнтегровна на вiдрiзку [0, 1], оскiльки вона має

лише скiнченну кiлькiсть точок розриву {r1, . . . , rn}. З iншого боку, легко

бачити, що lim
n→∞

fn(x) = D(x), де D – функцiя Дiрiхле. Але ми знаємо,

що функцiя Дiрiхле неiнтегровна на вiдрiзку [0, 1].

Отже, ми побудували послiдовнiсть iнтегровних функцiй, яка збiга-

ється до неiнтегровної функцiї. Наступний приклад показує, що навiть

якщо гранична функцiя iнтегровна, то границя iнтегралiв не зобов’язана

дорiвнювати iнтегралу вiд граничної функцiї.

Приклад 2. Покладемо fn(0) = fn
(
1
n

)
= fn(1) = 0, fn

(
1
2n

)
= n,

а на вiдрiзках
[
0, 1

2n

]
,
[

1
2n ,

1
n

]
i
[
1
n , 1
]

вважаємо функцiю fn лiнiйною.

Легко бачити, що lim
n→∞

fn(x) = 0 для всiх x ∈ [0, 1], i, отже, гранична

функцiя f(x) ≡ 0 (x ∈ [0, 1]) iнтегровна i
1∫
0

f(x) dx = 0. З iншого боку,

легко обчислити, що
1∫
0

fn(x) dx = 1
2 , i тому граничний перехiд пiд знаком

iнтеграла недопустимий.



176 Роздiл 9

Аналогiчне питання можна сформулювати i для рядiв. А саме, чи мо-

жна iнтегрувати збiжний ряд почленно? Iншими словами, чи справедлива

рiвнiсть
b∫

a

∞∑

n=1

un(x) dx =

∞∑

n=1

b∫

a

un(x) dx ?

Використовуючи побудованi вище приклади, легко показати, що вiдповiдь

на це запитання негативна у тому сенсi, що сума поточково збiжного ряду

iнтегровних функцiй може виявитись неiнтегровною, i навiть якщо вона

буде iнтегровною, то все одно не можна гарантувати вказану рiвнiсть.

Побудованi вище приклади виявляются можливими тому, що збiжнiсть

у цих прикладах нерiвномiрна.

9.4 Рiвномiрна збiжнiсть та iнтегрування

Теорема (про граничний перехiд пiд знаком iнтеграла для

послiдовностi неперервних функцiй). Нехай {fn} – послiдовнiсть

неперервних на вiдрiзку функцiй, яка рiвномiрно збiгається на [a, b] до

функцiї f . Тодi iснує

lim
n→∞

b∫

a

fn(x) dx =

b∫

a

f(x) dx,

тобто можна переходити до границi пiд знаком iнтеграла.

Для рядiв ця теорема може бути переформульованою наступним чи-

ном.

Теорема (про почленне iнтегрування ряду з неперервними

доданками). Нехай {un} – послiдовнiсть неперервних на вiдрiзку [a, b]

функцiй така, що ряд
∞∑

n=1
un(x) збiгається рiвномiрно на [a, b]. Тодi спра-

ведлива рiвнiсть

b∫

a

∞∑

n=1

un(x) dx =
∞∑

n=1

b∫

a

un(x) dx.



Функцiональнi послiдовностi та ряди 177

Зауваження. Можна показати, що в цiй теоремi умову неперервно-

стi функцiй fn можна замiнити бiльш слабкою умовою iнтегровностi цих

функцiй.

На завершення наведемо ще один приклад iнтегровних функцiй, яка

поточково збiгається до необмеженої, а отже, неiнтегровної функцiї. По-

кладемо

fn(x) =





0, x = 0,

n, 0 < x ≤ 1
n ,

1
x ,

1
n < x ≤ 1.

Тодi кожна функцiя fn iнтегровна на [0, 1], оскiльки вона обмежена i має

єдину точку розриву x0 = 0. Разом з тим, функцiя

f(x) = lim
n→∞

fn(x) =

{
0, x = 0,
1
x , 0 < x ≤ 1

необмежена i, отже, неiнтегровна на [0, 1].

9.5 Рiвномiрна збiжнiсть та диференцiювання

Нехай {fn} – послiдовнiсть диференцiйовних на вiдрiзку [a, b] функцiй,

яка поточково збiгається до функцiї f . Ранiше ми наводили приклади, якi

показують, що ми не можемо гарантувати навiть неперервностi функцiї f .

Якщо ж послiдовнiсть {fn} збiгається до f рiвномiрно, то функцiя f вже

буде неперервною. Поставимо запитання: чи можна гарантувати диферен-

цiйовнiсть функцiї f? Покажемо, що вiдповiдь на це питання негативна.

Приклад 1. Покладемо

fn(x) =

{
n
2 x

2 + 1
2n , |x| ≤ 1

n ,

|x|, 1
n < |x| ≤ 1.

Легко переконатись у тому, що функцiї fn диференцiйовнi на [−1, 1], а

послiдовнiсть {fn} збiгається до функцiї f(x) = |x| рiвномiрно на [−1, 1].

Разом з тим гранична функцiя f(x) = |x| недиференцiйовна в точцi x0 =

0 ∈ [−1, 1].
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Приклад 2. Послiдовнiсть функцiй fn(x) =
sinnx

n рiвномiрно збiгає-

ться до функцiї f , що тотожно дорiвнює нулю на R (оскiльки |fn(x)| ≤
1
n (x ∈ R)). Разом з тим f ′

n(x) = cosnx, а ця послiдовнiсть не має границi

при n→ ∞, наприклад, у точцi x0 = π.

Перший приклад показує, що границя рiвномiрно збiжної послiдовно-

стi диференцiйовних функцiй може виявитись недиференцiйовною фун-

кцiєю в деякiй точцi x0, не дивлячись на те, що iснує lim
n→∞

f ′
n (x0). У друго-

му прикладi iснує f ′ (x0), але не iснує lim
n→∞

f ′
n (x0). Таким чином, для того

щоб гарантувати можливiсть граничного переходу пiд знаком похiдної,

тобто рiвнiсть

lim
n→∞

f ′
n (x) = f ′(x),

за природною умовою, що послiдовнiсть {fn} збiгається до функцiї f ,

мало вимагати рiвномiрної збiжностi послiдовностi {fn} до функцiї f . Це

зовсiм природно навiть i з геометричної точки зору.

Нагадаємо, що неперервно диференцiйовною називаємо функцiю, по-

хiдна якої є неперервною.

Теорема (про диференцiювання границi послiдовностi непе-

рервно диференцiйовних функцiй). Нехай {fn} – послiдовнiсть не-

перервно диференцiйовних на вiдрiзку [a, b] функцiй. Припустимо, що в

деякiй точцi x0 ∈ [a, b] числова послiдовнiсть {fn (x0)} збiгається, а фун-

кцiональна послiдовнiсть {f ′
n} рiвномiрно збiгається на [a, b]. Тодi поча-

ткова послiдовнiсть {fn} рiвномiрно збiгається на [a, b] до неперервно

диференцiйовної функцiї f , причому для будь-якого x ∈ [a, b] сраведлива

рiвнiсть

f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x).

В термiнах рядiв цю теорему можна сформулювати наступним чином.

Теорема (про почленне диференцiювання ряду). Нехай на вiд-

рiзку [a, b] задана така послiдовнiсть неперервно диференцiйовних фун-

кцiй {un}, що ряд
∞∑

n=1
un(x) збiгається в деякiй точцi x0 ∈ [a, b], а ряд iз

похiдних
∞∑

n=1
u′n(x) збiгається рiвномiрно на [a, b]. Тодi початковий ряд
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∞∑
n=1

un(x) рiвномiрно збiгається на всьому вiдiзку [a, b], його сума є непе-

рервно диференцiйовною функцiєю i справедлива рiвнiсть

( ∞∑

n=1

un(x)

)′

=
∞∑

n=1

u′n(x) (x ∈ [a, b]).

Зауваження. В двох останнiх теоремах ми припускали умову непе-

рервної диференцiйовностi, тобто неперервностi похiдних. Можна показа-

ти, що достатньо було б припустити лише умову диференцiйовностi, тобто

iснування похiдних, але за такої умови можна гарантувати лише дифе-

ренцiйовнiсть граничної функцiї, а неперервностi її похiдної, звичайно,

гарантувати не можна.

9.6 Перестановка граничних переходiв

Теорема (про граничний перехiд у границi функцiональної

послiдовностi). Нехай на вiдрiзку [a, b] задана послiдовнiсть функцiй

{fn}, яка рiвномiрно збiгається до функцiї f на [a, b]. Нехай точка x0 ∈
[a, b] i при кожному n iснує lim

x→x0

fn(x) = yn. Тодi послiдовнiсть {yn} має

скiнченну границю y0 i iснує lim
x→x0

f(x) = y0.

Зауваження. Ця теорема стверджує, що за вказаними умовами мо-

жна мiняти мiсцями граничнi переходи, а саме,

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x).

У випадку, коли умови теореми не виконанi, то така рiвнiсть може вияви-

тись хибною.

Аналог цiєї теореми для рядiв має наступний вигляд.

Теорема (про почленний перехiд до границi для рядiв). Нехай

на вiдрiзку [a, b] заданий рiвномiрно збiжний ряд
∞∑

n=1
un(x). Нехай x0 ∈

[a, b] i для кожного n iснує lim
x→x0

un(x) = αn. Тодi ряд
∞∑

n=1
αn збiгається i
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iснує

lim
x→x0

∞∑

n=1

un(x) =
∞∑

n=1

αn =
∞∑

n=1

lim
x→x0

un(x).

Зауваження. Ця теорема надає достатню умову, за якої знаки суми

i границi можна помiняти мiсцями.

Контрольнi питання

1. Рiвномiрна збiжнiсть функцiональних послiдовностей та рядiв. Кри-

терiй Кошi.

2. Ознаки Вейєрштрасса.

3. Рiвномiрна збiжнiсть та неперервнiсть.

4. Рiвномiрна збiжнiсть та iнтегрування.

5. Рiвномiрна збiжнiсть та диференцiювання.

6. Перестановка граничних переходiв.



Роздiл 10. Степеневi ряди та ряди Тейлора

Степеневим рядом називається ряд виду
∞∑

n=0
an (x − x0)

n, де x0 – фi-

ксована точка, {an} – числова послiдовнiсть. Числа an (n = 0, 1, . . .) на-

зиваються коефiцiєнтами ряду, точка x0 – центром ряду.

Будемо розглядати ряди виду
∞∑

n=0
anx

n, тобто вважаємо, що x0 = 0.

Приклад. Ряд
∞∑

n=0
xn – сума геометричної прогресiї. Цей ряд збiгає-

ться при |x| < 1 i розбiгається при |x| ≥ 1.

10.1 Структура множини точок збiжностi

степеневого ряду

Перша теорема Абеля. Нехай степеневий ряд

∞∑

n=0

anx
n

збiгається в деякiй точцi x1 6= 0. Тодi цей ряд збiгається в кожнiй

точцi x, такiй, що |x| < |x1|.

Зауваження. Якщо степеневий ряд
∞∑

n=0
anx

n збiгається при x = x1,

то не можна гарантувати, що вiн збiгається i при x = −x1. Наприклад,

ряд
∞∑

n=1

xn

n
збiгається при x = x1 = −1 i розбiгається при x = −x1 = 1.

Наслiдок. Якщо степеневий ряд
∞∑

n=0
anx

n розбiгається в деякiй то-

чцi x1, то для всiх x, таких, що |x| > |x1|, цей ряд також розбiгається.

Теорема. Множина точок збiжностi степеневого ряду
∞∑

n=0
anx

n є

непорожнiм промiжком з центром в точцi x0 = 0. Це може бути одно-

точковою множиною {0}, iнтервалом (можливо, i необмеженим), вiд-

рiзком або напiвiнтервалом.

181
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Означення. Радiусом збiжностi степеневого ряду

∞∑

n=0

an (x− x0)
n

називається невiд’ємне число R (скiнченне або таке, що дорiвнює +∞),

що задовольняю таку властивiсть, що при |x− x0| < R цей ряд збiгає-

ться, а при |x− x0| > R цей ряд розбiгається. Iснування такого числа R

встановлено у попереднiй теоремi. Iнтервал (x0 −R, x0 +R) називається

iнтервалом збiжностi степеневого ряду.

Очевидно, степеневий ряд збiгається у точцi x = x0. Якщо множи-

на точок збiжностi ряду складається бiльше, нiж з однiєї точки x0, то

iснує таке число R (0 < R ≤ +∞), що цей ряд збiгається на iнтервалi

(x0 −R, x0 + R) i розбiгається зовнi вiдрiзка [x0 −R, x0 +R], причому у

всiх точках iнтервала (x0 −R, x0 +R) цей ряд збiгається абсолютно.

Приклад 1. Ряд
∞∑

n=0

n!xn

збiгається лише в однiй точцi x = 0. Справдi, якщо x 6= 0, то, за вiдомою

рiвнiстю lim
n→∞

n!xn = ∞, заданий ряд розбiгається, оскiльки для нього не

виконується необхiдна умова збiжностi. Отже, тут R = 0 i множина точок

збiжностi складається iз єдиної точки {0}.

Приклад 2. Ряд
∞∑

n=0

xn

збiгається при |x| < 1 i розбiгається при |x| ≥ 1. Тут R = 1, iнтервал

збiжностi (−1, 1), на кiнцях iнтервалу збiжностi заданий ряд розбiгає-

ться. Таким чином, множиною точок збiжностi заданого ряду є iнтервал

(−1, 1).

Приклад 3. Ряд
∞∑

n=1

xn

n
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збiгається при |x| < 1 за ознакою порiвняння, оскiльки
∣∣xn

n

∣∣ ≤ |x|n (порiв-

нюємо з геометричною прогресiєю). Якщо |x| > 1, то доданки заданого

ряду прямують до ∞ i, отже, заданий ряд розбiгається. Таким чином,

радiус збiжностi заданого ряду R = 1, iнтервал збiжностi (−1, 1). При

x = −1 заданий ряд має вигляд
∞∑

n=1

(−1)n

n . Це – ряд лейбницiвського ти-

пу i тому вiн збiжний. При x = 1 отримуємо ряд
∞∑

n=1

1
n – гармонiчний i,

отже, розбiжний. Таким чином, на лiвому кiнцi iнтервалу збiжностi зада-

ний ряд збiгається (умовно), а на правому – розбiгається. Множина точок

збiжностi – напiвiнтервал [−1, 1).

Приклад 4. Для ряду
∞∑

n=1

xn

n2

при |x| ≤ 1 маємо
∣∣xn

n2

∣∣ ≤ 1
n2 , тобто цей ряд, за ознакою порiвняння,

збiгається на вiдрiзку [−1, 1]. Якщо ж |x| > 1, то цей ряд розбiгається,

оскiльки не виконується необхiдна умова збiжностi
(
xn

n2 → ∞ (n→ ∞)
)
.

Отже, радiус збiжностi ряду R = 1, iнтервал збiжностi (−1, 1), множина

точок збiжностi [−1, 1].

Приклад 5. Ряд
∞∑

n=1

xn

n!

збiгається при кожному x ∈ R. Справдi, оскiльки

|x|n+1

(n+ 1)!
· n!

|x|n =
|x|
n+ 1

→ 0 (n→ ∞),

то, за ознакою Даламбера, отримуємо, що заданий ряд збiгається. Маємо

R = +∞, iнтервал збiжностi (−∞,+∞).

Теорема (обчислення радiуса збiжностi степеневого ряду). Не-

хай заданий степеневий ряд

∞∑

n=0

anx
n.
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Якщо iснує

lim
n→∞

n
√
|an| ≡ ρ > 0,

то радiус збiжностi заданого ряду дорiвнює R = 1
ρ . Якщо для кожного n

числа an 6= 0 i iснує

lim
n→∞

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ ≡ ρ∗ > 0,

то

R =
1

ρ∗
= lim

n→∞

∣∣∣∣
an
an+1

∣∣∣∣ .

Зауваження 1. Якщо за умовами теореми вважати, що 1
0 = +∞

i 1
+∞ = 0, то теорема залишиться справедливою i у випадках ρ = 0 i

ρ = +∞.

Приклад 1. Розглянемо ряд

∞∑

n=1

nxn.

Тут an = n, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n
√
n = 1, тобто R = 1

lim
n→∞

n
√
an

= 1. В точках

x = R = 1 i x = −R = −1 ряд розбiгається. Область його збiжностi –

iнтервал (−1, 1).

Приклад 2. Для ряду

∞∑

n=0

[3 + (−1)n]n xn

маємо an = [3 + (−1)n]
n, i границi iз наведеної теореми не iснують. Якщо

|x| < 1
4 , то цей ряд, очевидно, збiгається, а при |x| > 1

4 розбiгається. Таким

чином, радiус збiжностi дорiвнює R = 1
4
. Якщо x = ± 1

4
, то

∣∣a2kx2k
∣∣ =

42k 1
42k

= 1, тобто доданки з парними номерами дорiвнюють 1 i тому не

виконується необхiдна умова збiжностi бо доданки ряду не прямують до

нуля. Таким чином, область збiжностi – iнтервал
(
− 1

4 ,
1
4

)
.
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10.2 Рiвномiрна збiжнiсть та неперервнiсть суми

Теорема 1 (про рiвномiрну збiжнiсть у iнтервалi збiжностi).

Нехай заданий степеневий ряд

∞∑

n=0

anx
n,

у якого радiус збiжностi R > 0. Тодi для будь-якого r, такого, що 0 <

r < R, заданий ряд рiвномiрно збiгається на [−r, r].

Теорема 2 (про неперервнiсть суми степеневого ряду). Сума

степеневого ряду
∞∑

n=0
anx

n з радiусом збiжностi R > 0 є неперервною на

iнтервалi збiжностi (−R,R) функцiєю.

Теорема 3. Якщо степеневий ряд
∞∑

n=0
anx

n з радiусом збiжностi

R > 0 розбiгається в точцi x = R або x = −R, то вiн не є рiвномiр-

но збiжним на (−R,R).

Зауваження. Степеневий ряд, у якого нескiнченно багато вiдмiнних

вiд нуля коефiцiєнтiв, не може бути рiвномiрно збiжним на всiй числовiй

осi.

Друга теорема Абеля. Якщо степеневий ряд
∞∑

n=0
anx

n з радiусом

збiжностi R > 0 збiгається при x = R, то вiн збiгається рiвномiрно на

[0, R] i його сума є неперервною злiва в точцi x = R функцiєю.

10.3 Почленне iнтегрування та диференцiювання

Як вже з’ясовано ранiше, якщо радiус збiжностi степеневого ряду

∞∑

n=0

anx
n

0 < R ≤ +∞, то його сума f(x) =
∞∑

n=0
anx

n – неперервна на (−R,R)
функцiя.
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Теорема 1 (про почленне iнтегрування степеневого ряду). Для

будь-якого x ∈ (−R,R) справедлива рiвнiсть

x∫

0

f(t) dt =

∞∑

n=0

an
xn+1

n+ 1
.

Зауваження 1. Нехай заданий степеневий ряд
∞∑

n=0
anx

n. Тодi проiн-

тегрований ряд має вигляд
∞∑

n=0
an

xn+1

n+1 . Проiнтегрований ряд має той же

самий радiус збiжностi, що i початковий ряд.

Зауваження 2. Якщо початковий ряд збiгається при x = R, де 0 <

R < +∞, то, за другою теоремою Абеля, вiн збiгається рiвномiрно на

[0, R]. Тому, застосовуючи теорему про почленне iнтегрування загального

функцiонального ряду, отримуємо, що i проiнтегрований ряд збiгається

при x = R, тобто ряд
∞∑

n=0

an
Rn+1

n+ 1
.

Зауваження 3. Припустимо, що збiгається ряд

∞∑

n=0

an
Rn+1

n+ 1
.

Тодi, за другою теоремою Абеля, рiвномiрно на [0, R] збiгається також i

ряд
∞∑

n=0
an

xn+1

n+1 . Застосовуючи теорему про почленний перехiд до границi,

отримуємо, що iснує

lim
x→R−0

x∫

0

f(t) dt = lim
x→R−0

∞∑

n=0

an
xn+1

n+ 1
=

∞∑

n=0

an
Rn+1

n+ 1
.

При цьому функцiя f може виявитись i неiнтегровною за Рiманом на [0, R]

(наприклад, f може бути необмеженою на [0, R]). Вираз lim
x→R−0

x∫
0

f(t) dt

називається невласним iнтегралом вiд функцiї f на [0, R).
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Теорема 2 (про почленне диференцiювання степеневого ря-

ду). Сума f(x) степеневого ряду

∞∑

n=0

anx
n

є диференцiйовною на iнтервалi збiжностi функцiєю, причому

f ′(x) =
∞∑

n=1

nanx
n−1 (x ∈ (−R,R)).

Зауваження. Якщо продиференцiйований ряд збiгається при x = R,

тобто, якщо збiгається ряд
∞∑

n=1
nanR

n−1, то, за другою теоремою Абеля

продиференцiйований ряд збiгається рiвномiрно на [0, R]. Таким чином,

загальну теорему про почленне диференцiювання функцiонального ряду

можна застосувати i при x = R. Згiдно з цiєю теоремою отримаємо, що у

цьому випадку iснує f ′
−(R) i

f ′
−(R) =

∞∑

n=1

nanR
n−1.

Наслiдок. Сума степеневого ряду є нескiнченно диференцiйовною

функцiєю на iнтервалi збiжностi а її похiднi обчислюються шляхом по-

членного послiдовного диференцiювання доданкiв початкового ряду.

Зауваження. Згiдно з цим наслiдком, отримуємо наступну рiвнiсть

f (k)(x) =
∞∑

n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)anx
n−k (x ∈ (−R,R)),

де k = 0, 1, . . .. Звiдси, зокрема, випливає, що

f (k)(0) = k!ak (k = 0, 1, . . .),

або ak = f(k)(0)
k! (k = 0, 1, . . .). Бачимо, що коефiцiєнти степеневого ря-

ду можна виразити через похiднi суми степеневого ряду, якi обчисленi в

центрi iнтервалу збiжностi.
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Якщо заданий степеневий ряд

f(x) =
∞∑

n=0

an (x − x0)
n ,

то його коефiцiєнти виражаються рiвностями

ak =
f (k) (x0)

k!
(k = 0, 1, . . .).

Означення. Функцiя f , яка задана в околi точки x0, називається ана-

лiтичною в точцi x0, якщо в деякому околi цiєї точки вона може бути

представленою у виглядi суми степеневого ряду за степенями (x− x0),

тобто

f(x) =
∞∑

n=0

an (x− x0)
n (x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)) .

Як ми вже бачили, якщо функцiя f аналiтична в точцi x0, то вона

нескiнченно диференцiйовна в цiй точцi i справедливi рiвностi

ak =
f (k) (x0)

k!
(k = 0, 1, . . .),

тобто коефiцiєнти розвинення аналiтичної функцiї в степеневий ряд ви-

ражаються через похiднi цiєї функцiї. Звiдси випливає

Теорема (про єдинiсть розвинення аналiтичної функцiї в сте-

пеневий ряд). Якщо функцiя f аналiтична в точцi x0, то її розвинення

в ряд за степенями (x− x0) єдине, тобто коефiцiєнти цього розвинення

означаються однозначно. Iншими словами, якщо

f(x) =
∞∑

n=0

an (x− x0)
n =

∞∑

n=0

bn (x− x0)
n

при |x− x0| < δ, то ak = bk (k = 0, 1, . . .).

10.4 Ряди Тейлора

Вище ми вже бачили, що сума степеневого ряду f(x) =
∞∑

n=0
an (x− x0)

n

з радiусом збiжностi R > 0 є аналiтичною, а отже, нескiнченно дифе-

ренцiйовною функцiєю, i справедлива рiвнiсть ak = f(k)(x0)
k! (k = 0, 1, . . .).
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Припустимо тепер, що функцiя f нескiнченно диференцiйовна в точцi x0.

Розглянемо ряд
∞∑

n=0
an (x − x0)

n, де an = f(n)(x0)
n! .

Означення. Нехай функцiя f , яка задана в околi точки x0, нескiн-

ченно диференцiйовна в самiй точцi x0. Числа an = f(n)(x0)
n!

(n = 0, 1, . . .)

називаються коефiцiєнтами Тейлора функцiї f в точцi x0, а ряд

∞∑

n=0

f (n) (x0)

n!
(x− x0)

n

називається рядом Тейлора функцiї f в околi точки x0.

Вище ми показали, що аналiтична функцiя може бути представлена

у виглядi суми степеневого ряду з коефiцiєнтами an = f(n)(x0)
n! , тобто в

деякому околi точки x0 вона може бути розвиненою в суму свого ряду

Тейлора. Якщо ж вiдмовитись вiд умови аналiтичностi, то виявляється,

що ряд Тейлора у свєму iнтервалi збiжностi може i не збiгатись до фун-

кцiї f , а до зовсiм iншої функцiї.

Розглянемо питання: за яких умов ряд Тейлора функцiї f збiгається

в деякому околi точки x0 до самої функцiї f ? Iншими словами, за яких

умов функцiя f допускає в деякому околi точки x0 розвинення у виглядi

суми степеневого ряду? Для дослiдження цього питання будемо викори-

стовувати отриману ранiше формулу Тейлора. Нагадаємо її.

Нехай функцiя f в iнтервалi (x0 − δ, x0 + δ), де δ > 0, має неперервнi

похiднi до порядку n+ 1 включно. Тодi справедлива рiвнiсть

f(x) =

n∑

k=0

f (k) (x0)

k!
(x− x0)

k
+ rn(x) ≡

≡ f (x0)+
f ′ (x0)

1!
(x− x0)+

f ′′ (x0)

2!
(x − x0)

2+. . .+
f (n) (x0)

n!
(x− x0)

n+rn(x),

де залишок rn(x) можна представити у формi Лагранжа

rn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ) (x− x0)

n+1 ,

де точка ξ знаходиться на iнтервалi з кiнцями x0 i x.
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Отже, формула Тейлора представляє функцiю f в околi точки x0 у

виглядi частинної суми ряду Тейлора i залишку формули Тейлора. Якщо

ми хочемо щоб ряд Тейлора збiгався до функцiї f , то для цього, очевидно,

необхiдно i достатньо, щоб залишок формули Тейлора прямував до нуля

при n → ∞ при кожному фiксованому x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). Звiдси легко

отримати наступну теорему.

Теорема (достатня умова розвинення функцiї в степеневий

ряд). Нехай функцiя f нескiнченно диференцiйовна (тобто має похiднi

будь-якого порядку) в деякому околi (x0 − δ, x0 + δ) точки x0. Якщо всi

похiднi функцiї f обмеженi в сукупностi в цьому околi, тобто якщо

iснує така стала M , що

∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣ ≤M (x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) , n = 0, 1, . . .) ,

то ряд Тейлора функцiї f за степенями (x− x0) збiгається до f(x) для

будь-якого x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), тобто справедлива рiвнiсть

f(x) =
∞∑

n=0

f (n) (x0)

n!
(x− x0)

n .

10.5 Розвинення основних елементарних функцiй

При x0 = 0 ряд Тейлора називають рядом Маклорена. Ранiше ми отрима-

ли розвинення за формулами Маклорена функцiй ex, sinx, cosx, ln(1+x)

i (1 + x)α. Побудуємо для цих функцiй ряди Маклорена.

1. f(x) = ex. Формула Тейлора (Маклорена) має вигляд

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . . +

xn

n!
+ rn(x) ≡

n∑

k=0

xk

k!
+ rn(x),

f (n)(x) = ex (n = 0, 1, . . .), i тому на будь-якому iнтервалi (−δ, δ) справе-

длива нерiвнiсть

∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣ ≤ eδ (x ∈ (−δ, δ), n = 0, 1, . . .).
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Таким чином, виконана достатня умова розвинення функцiї в ряд Макло-

рена. Звiдси випливає, що справедливе розвинення

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . ≡

∞∑

n=0

xn

n!
(x ∈ (−δ, δ)) .

Оскiльки δ > 0 довiльне, то отримане розвинення справедливе для всiх

x ∈ R.

2. f(x) = sinx. Формула Тейлора (Маклорена) має вигляд

sinx = x − x3

3!
+
x5

5!
− . . . + (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ rn(x) ≡

≡
n∑

k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
+ rn(x).

Далi,

f ′(x) = cosx = sin
(
x+

π

2

)
, f ′′(x) = − sin x = sin(x + π), . . . ,

f (n)(x) = sin
(
x +

πn

2

)
(n = 0, 1, . . .).

Всi похiднi заданої функцiї обмеженi в сукупностi
∣∣f (n)(x)

∣∣ ≤ 1 (x ∈
R, n = 0, 1, . . .). Таким чином, виконана достатня умова розвинення фун-

кцiї в ряд Маклорена i тому справедлива рiвнiсть

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . . + (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . ≡

≡
∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
(x ∈ R).

3. f(x) = cosx. Як i для функцiї sin x, аналогiчно отримуємо

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . . + (−1)n

x2n

(2n)!
+ . . . ≡

≡
∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
(x ∈ R).
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4. f(x) = ln(1+x). Формула Маклорена для функцiї ln(1+x) (x > −1)

має вигляд

ln(1 + x) = x − x2

2
+
x3

3
− . . . + (−1)n−1 x

n

n
+ rn(x) ≡

≡
n∑

k=1

(−1)k−1 x
k

k
+ rn(x).

Можна показати, що справедлива рiвнiсть

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . . + (−1)n−1 x

n

n
+ . . . ≡

≡
∞∑

n=1

(−1)n−1 x
n

n
(x ∈ (−1, 1)).

Ряд справа має радiус збiжностi R = 1.

Розглянемо отриманий ряд на кiнцях iнтервала збiжностi. При x = −1

ряд розбiгається. Якщо ж x = 1, то отримуємо ряд лейбницiвського типу,

тобто збiжний. Тому маємо розвинення

ln(1 + x) =

∞∑

n=1

(−1)n−1 x
n

n
,

яке справедливе для x ∈ (−1, 1]. Зокрема, звiдси випливає рiвнiсть

∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
≡ 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . . = ln 2.

5. f(x) = (1 + x)α. При α ∈ {0, 1, . . .} функцiя f є многочленом i тому

ми опускаємо цей тривiальний випадок. Нехай α /∈ {0, 1, . . .}. Формула

Маклорена має вигляд

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α(α − 1)

2!
x2 + . . .+

+
α(α − 1) . . . (α − n+ 1)

n!
xn + rn(x) ≡

≡ 1 +
n∑

k=1

α(α − 1) . . . (α − k + 1)

k!
xk + rn(x).
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Звiдси можна отримати рiвнiсть

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x +

α(α − 1)

2!
x2 + . . .+

+
α(α − 1) . . . (α − n+ 1)

n!
xn + . . . ≡

≡ 1 +
∞∑

n=1

α(α − 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn,

де |x| < 1.

Ряд

1 +

∞∑

n=1

α(α − 1) . . . (α − n+ 1)

n!
xn

називається бiномiальним рядом. Радiус збiжностi бiномiального ряду

R = 1.

Питання про збiжнiсть цього ряду на кiнцях iнтервала збiжностi до-

слiджувати не будемо.

Приклад 1. Розвинути в ряд за степенями x функцiю f(x) = 1
1+x .

Застосовуючи розвинення функцiї (1 + x)α при α = −1, отримуємо

f(x) =
1

1 + x
= (1 + x)−1 = 1− x+ x2 − x3 + . . . ≡

≡
∞∑

n=0

(−1)nxn ≡
∞∑

n=0

(−x)n,

де |x| < 1. Це – сума геометричної прогресiї iз знаменником q = −x з

|q| < 1.

Приклад 2. Розвинути за степенями x + 1 функцiю f(x) = 1
x(3x+1) .

Покладемо x + 1 = t. Тодi функцiю f(x) = f(t − 1) = 1
(t−1)(3t−2) =

ϕ(t) достатньо розвинути за степенями t. Розвиваючи з невизначеними

коефiцiєнтами та обчислюючи їх, знаходимо

ϕ(t) =
A

t− 1
+

B

3t− 2
=

1

t− 1
− 3

3t− 2
=

3

2
· 1

1− 3
2 t

− 1

1− t
=

=
3

2

(
1 +

3

2
t+

(
3

2
t

)2

+

(
3

2
t

)3

+ . . .

)
−
(
1 + t+ t2 + t3 + . . .

)
=
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=
1

2
+

∞∑

n=1

[(
3

2

)n+1

− 1

]
tn.

Перше розвинення справедливе при
∣∣3
2 t
∣∣ < 1, тобто при |t| < 2

3 , а друге

– при |t| < 1. Тому обидва розвинення справедливi при |t| < 2
3 . Таким

чином, замiнюючи t на x+ 1, отримуємо

1

x(3x + 1)
=

1

2
+

∞∑

n=1

[(
3

2

)n+1

− 1

]
(x + 1)n,

де |x + 1| < 2
3 , тобто − 5

3 < x < − 1
3 .

Приклад 3. Розвинемо в ряд Маклорена функцiю f(x) = arctg x.

Маємо

f ′(x) =
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + . . . ≡

∞∑

n=0

(−1)nx2n,

де |x| < 1. Оскiльки в iнтервалi збiжностi степеневий ряд допускає по-

членне iнтегрування, то отримуємо

f(x) = arctg x =

x∫

0

dt

1 + t2
=

∞∑

n=0

(−1)n
x∫

0

t2n dt =

=

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
≡ x − x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . . ,

де |x| < 1.

Вправи. Розвинути в ряди Маклорена гiперболiчнi функцiї shx =
ex−e−x

2 i chx = ex+e−x

2 . Порiвняйте отриманi розвинення з розвиненнями

вiдповiдних тригонометричних функцiй sinx i cosx.

Контрольнi питання

1. Степеневий ряд, перша теорема Абеля, радiус збiжностi.

2. Обчислення радiуса збiжностi, теорема Кошi – Адамара.

3. Почленне диференцiювання та iнтегрування степеневого ряду.

4. Коефiцiєнти Тейлора та ряд Тейлора.

5. Розвинення основних елементарних функцiй.
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